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Informacje ogélne

Informacje ogoline

Wyktad:
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Informacje ogélne

Matematyka dyskretna

Matematyka dyskretna - wspdlna nazwa wszystkich dziatéw mate-
matyki, ktére zajmuja sie badaniem struktur nieciggtych, to znaczy
zawierajacych zbiory co najwyzej przeliczalne (inaczej dyskretne).

Podstawowe dziaty:
@ teoria mnogosci (zbiory, relacje, funkcje)
o logika matematyczna
@ teoria graféw

@ indukcja i rekurencja
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Zbiory

Pojecie zbioru

Definicja: Zbiér
Zbior jest pojeciem pierwotnym, tzn. nie podajemy jego formalnej
definicji. Intuicyjnie powiemy, ze

zbiér jest kolekcja pewnych obiektow.

@ Obiekty, ktére naleza do pewnego zbioru nazywamy elemen-
tami tego zbioru. Pojecie elementu zbioru réwniez jest pojeciem
pierwotnym.

@ Zbiory bedziemy oznaczaé¢ duzymi literami A, B, X a ich ele-
menty matymi a, b, x itp.

@ Zbiér pusty oznaczamy symbolem ).
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Zbiory

Pojecie zbioru

e Zdanie ,element a nalezy do zbioru A" (lub ,a jest elementem
zbioru A") zapisujemy
acA

@ Zdanie ,element a nie nalezy do zbioru A" (lub ,a nie jest
elementem zbioru A") zapisujemy

ag¢ A

Niech jedynymi elementami pewnego zbioru X bedg liczby
1,3,5,7,9. Zapiszemy ten fakt jako

X ={1,3,5,7,9}.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna



w.1
00®00000

Zbiory

Poréwnywanie zbioréw

Definicja: Réwnos¢ zbioréw

Powiemy, ze dwa zbiory X i Y s3 réwne, X = Y, wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnego x, jesli x € X, to x € Y i jedli x € Y, to
x € X. Bedziemy stosowali réwniez nieco krétszy zapis symboliczny:

X=Y&xeX=xcY)A(xeY =xeX).

Definicja: Zawieranie zbioréw

Powiemy, ze zbiér X jest zawarty w Y albo, ze zbiér Y zawiera
zbiér X, i piszemy X C Y wtw gdy kazdy element zbioru X jest
réwnoczesnie elementem zbioru Y.
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Zbiory

Operacje na zbiorach

Definicja: Suma zbioréw

Suma zbioréw A i B nazywamy zbiér, ktérego elementami sg wszyst-
kie elementy zbioru A i wszystkie elementy zbioru B. Sume zbioréw
A i B oznaczamy AU B. Krétko zapiszemy

xeAUB & xe AV xeB.

Definicja: Przeciecie zbioréw

lloczynem lub przecieciem zbioréw A i B nazywamy zbiér AN B
sktadajacy sie z elementéw, ktére nalezg réwnoczesnie do A i do B,

xeEANB & xe AANx € B.
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Zbiory

Operacje na zbiorach

Definicja: Réznica zbioréw

Réznica zbioréw A i B nazywamy zbiér A\B, ktérego elementami

sg te elementy zbioru A, ktére nie s3 elementami zbioru B:
xe€A\B&xe AAx¢B.

Definicja: Réznica symetryczna zbioréw

Réznicg symetryczng zbioréw A i B nazywamy zbiér A < B, ele-
mentami ktérego sa te elementy zbioru AU B, ktére nie nalezg réw-
noczesnie do obu zbioréw A i B,

xeA+-Be xe(AUB)\(ANB).
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Zbiory

Diagramy Venna

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna



w.1
00000080

Zbiory

lloczyn kartezjanski

Definicja: lloczyn kartezjanski

lloczynem kartezjanskim zbioréw X i Y, oznaczanym przez X x Y,
nazywamy zbidr ztozony z wszystkich par uporzadkowanych (x,y)
takich, ze x e X iy eY,

XxY=A{(x,y):xeXANyeVY}

Uwaga: Na ogdt X x Y # Y x X.

Niech X =N={0,1,2,3,...}, Y ={y € R: 1 <y < 2}. Wtedy

XxY=A{(x,y): xe NAy€[1,2]}.
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Relacje

Relacje

Definicja intuicyjna
e Relacja — zalezno$¢ (funkcja, stosunek, zwigzek, powigzanie,
wiez) miedzy dwoma badz wieloma elementami.
o Witasnos¢ przystugujaca pewnym elementom.
o Jezykiem relacji mozna opisywaé wiele zjawisk zycia codzien-
nego: relacje rodzinne, relacje spoteczne (miedzyludzkie), rela-
cje emocjonalne.

Definicja: Relacja

Niech X i Y beda dwoma zbiorami. Dowolny podzbiér r iloczynu
kartezjanskiego X x Y nazywamy relacja dwucztonowa (lub dwu-
argumentowa lub binarng) w X x Y.
o Jesli X =Y, to méwimy, ze r jest relacja binarng w X.
e Jedli (x,y) € r, to piszemy x ry i méwimy, ze relacja r
zachodzi miedzy elementami x i y.
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Relacje

Przyktady relacji

Przyktad

Niech A = {Janek, Piotr, Kasia}, B = {bieganie, tenis, plywanie}
r={(a,b) € Ax B: osoba z A lubi uprawia¢ sport z B}

Przyktad

Niech A = {3,4,6,8}
r={(a,b) € Ax A: a jest dzielnikiem liczby b}

Przyktad

Relacje okreslone w zbiorze liczby rzeczywistych (lub catkowitych):

@ Xry& x<y
O Xrys x#£y

o xryex+y<10
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Relacje

Relacja modulo

Definicja: Relacja modulo
Niech p bedzie ustalong liczba catkowita, wieksza niz 1. Wezmy
liczby catkowite m i n. Méwimy, ze liczba m przystaje do liczby n
modulo p i piszemy

m = n(mod p),

gdy réznica (m — n) jest wielokrotnoscia p.

Przyktady
@ 7=2(mod5), bo 7 — 2 jest podzielne przez 5
e 12 =22 (mod 10), bo 12 — 22 jest podzielne przez 10

Arytmetyka modularna jest uzywana miedzy innymi w kryptografii
(szyfr RSA - Ronald Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman).
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Relacje

Dziedzina i przeciwdziedzina relacji

Definicja: Dziedzina relagji
Dziedzing relacji r C X x Y nazywamy zbiér D(r) tych x € X, dla
ktorych istnieje y € Y, taki ze (x,y) € r,

D(r) = {x € X: istnieje y € Y dla ktérego (x,y) € r}.

Definicja: Przeciwdziedzina relacji

Przeciwdziedzing relacji r C X x Y nazywamy zbiér D*(r) tych y € Y,
dla ktérych istnieje x € X, taki ze (x,y) € r,
D*(r) ={y € Y: istnieje x € X dla ktérego (x,y) € r}.

Przyktad

A={3,4,9,16}, r={(a,b) e Ax A: a = b*}
o D(r) = {9, 16}
o D*(r) = {3,4}
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Relacje

Sposoby reprezentacji relacji

Niech A = {Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy},

r={(a,b) € Ax A: panstwo a graniczy z panstwem b}

Diagram prosty
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Relacje

Sposoby reprezentacji relacji

Niech A = {Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy },

r={(a,b) € Ax A: panstwo a graniczy z panstwem b}

Lista elementéw zbioru r

r = {(Niemcy, Francja), (Niemcy, Polska), (Niemcy, Austria),
(Niemcy, Czechy), (Francja, Niemcy), (Polska, Niemcy),
(Polska, Czechy), (Austria, Niemcy), (Austria, Czechy),
(Czechy, Niemcy), (Czechy, Polska), (Czechy, Austria) }
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Relacje

Sposoby reprezentacji relacji

Niech A = {Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy },

r={(a,b) € Ax A: panstwo a graniczy z panstwem b}

Tabela relacji (macierz relacji)

Niemcy | Francja | Polska | Austria | Czechy
Niemcy - + + + %
Francja + - - - -
Polska + - - - %
Austria + - - - %
Czechy + - + + -
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Relacje

Sposoby reprezentacji relacji

Niech A = {Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy },
r={(a,b) € Ax A: panstwo a graniczy z panstwem b}

Graf relacji

Niemcy

\Polska

Francja

Austria
Czechy
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Relacje

Wiasnosci relacji

Definicja: Zwrotnos¢

Relacje binarng r C X x X nazywamy zwrotng wtw gdy dla kazdego x € X
para (x,x) € r, to znaczy {(x,x): x € X} Cr

Przyktad
A=1{3,4,6,8}, r = {(a,b) € A%: a jest dzielnikiem liczby b}

o)

&
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Relacje

Wiasnosci relacji

Definicja: Przeciwzwrotnosé

Relacje binarng r C X x X nazywamy przeciwzwrotng wtw gdy dla kaz-
dego x € X para (x,x) ¢ r, to znaczy {(x,x): x e X} Nr=10

Przyktad

Niech A = {Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy},
r={(a,b) € Ax A: panstwo a graniczy z panstwem b}

Niemcy | Francja | Polska | Austria | Czechy
Niemcy - + + + +
Francja + - - - -
Polska + - - - +
Austria + - - - +
Czechy + - + + -
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Relacje

Wiasnosci relacji

Definicja: Symetrycznosé

Relacje binarng r C X x X nazywamy symetryczna wtw gdy dla dowolnych
x,y € X, jezeli para (x,y) € r, to réwniez para (y,x) € r.

Przyktad

Niech A = {Niemcy, Francja, Polska, Austria, Czechy},
r={(a,b) € Ax A: panstwo a graniczy z panstwem b}

Niemcy

(\)Polska

Francja

Austria

Czechy
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Relacje

Wiasnosci relacji

Definicja: Przeciwsymetryczno$é

Relacje binarng r C X x X nazywamy przeciwsymetryczng (asyme-
tryczng) wtw gdy dla dowolnych x,y € X, jezeli para (x, y) € r, to para

(y,x) &r.

Przyktad
Niech A = {3,4,9,16}, r = {(a,b) € A x A: a = b?}
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Relacje

Wiasnosci relacji

Definicja: Antysymetryczno$é

Relacje binarng r € X x X nazywamy antysymetryczna wtw gdy dla
dowolnych x,y € X, jezeli para (x,y) € r, oraz para (y,x) € r, to x = y.

Przyktad

A={3,4,6,8}, r={(a,b) € Ax A: a jest dzielnikiem liczby b}
S| 3 4 6 8
3 | Sk - 5 -
4 - T = +
~
6 = = \L-\ -
8 - - - S
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Relacje

Wiasnosci relacji

Definicja: Przechodnio$¢

Relacje binarng r C X x X nazywamy przechodnig wtw gdy dla dowolnych
x,y,z € X, jezeli para (x,y) € r, oraz para (y,z) € r, to réwniez para
(x,z) er.

Przyktad
A=1{-3,3,4,8} r={(a,b) € Ax A: a jest mniejsze od b}

T

3 (s)
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Relacje

Relacja réwnowaznosci

Definicja: Relacja réwnowaznosci

Relacje binarng r okreslong w zbiorze X nazywamy relacja réwno-
waznosci wtw gdy relacja r jest zwrotna, symetryczna i przechodnia,
tzn. dla dowolnych x,y,z € X

Q@ (x,x)er
Q jesli (x,y)er, to(y,x)Er
© jedli (x,y) € roraz (y,z) € r,to (x,z) €r

Przyktad
Niech X = Z (zbiér liczb catkowitych),

| A\

r={(x,y) € X2: |x| = |y|} jest relacja réwnowaznosci
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Relacje

Klasa abstrakcji (réwnowaznosci, warstwa)

Definicja: Klasa abstrakgcji
Niech r bedzie relacja réwnowaznosci okreslong w zbiorze X, wow-
czas klasa abstrakcji elementu x wzgledem relacji r nazywamy
zbiér postaci

[x]r ={y e X: xry}.

O elemencie x méwimy, ze jest reprezentantem klasy [x],.

Przyktad

Niech X = Z, r = {(x,y) € X?: |x| = |y|}
o 1], ={x: xrl} ={x: [x| =[1]} = {-1,1}
o [2], ={x: xr2} ={x: x| = 12|} = {-2,2}

o [k], ={x: xrk} ={x:|x| = |k|} = {—k, k}

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Relacje

Najwazniejsze wtasnosci klas abstrakcji

WHtasnosci klas abstrakgeji

Niech r bedzie relacja réwnowaznosci w zbiorze X oraz niech
[x]r, [y]r beda klasami abstrakcji odpowiednio elementéw x i y.

Woéwczas:
Q x < [x],
@ [x]r=[lrexry
Q jezeli [x], # [y]r, to [x], N [y], = 0.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Relacje

Podziaty zbioru

Definicja: Podziat zbioru

Podziatem n-elementowego zbioru X na k podzbioréw nazywamy
rodzine zbioréw { X1, Xa, ..., Xk} taka, ze

@ XinXj=0dlai#j
QO X1UXU...UX, =X

Twierdzenie: Zasada abstrakgji

@ Kazda relacja réwnowaznosci r w niepustym zbiorze X,
wyznacza podziat tego zbioru na niepuste i roztagczne
podzbiory, a mianowicie na klasy abstrakgji relacji r.

@ Kazdy podziat zbioru X wyznacza relacje réwnowaznosci,
ktérej klasami abstrakcji s3 dokfadnie zbiory tego podziatu.
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Relacje

Przyktady

Niech X = Z, r = {(x,y) € X?: |x| = |y|}.
o [k], = {x: xrk} ={x:|x| = |k|} = {—k, k}

Relacja r dzieli zbiér liczb catkowitych na podzbiory postaci
{—k,k} dla k € Z.

Przyktad

Niech X = Z, r = {(m,n) € X?>: m = n(mod 5)}. Relacja r dzieli
zbidr liczb catkowitych na 5 podzbioréw:

Z={5k: keZ}U{b5k+1: ke Z} U{5k+2: k e Z}U
U{Sk+3: keZ}U{Sk+4: keZ)

v
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Zliczanie

Elementy kombinatoryki

Definicja: Wariancja z powtérzeniami

Ciag k elementéw nalezacych do n-elementowego zbioru S na-
zywamy k-elementowa wariancja z powtdrzeniami. llos¢ k-
elementowych wariancji z powtérzeniami ze zbioru n-elementowego

wynosi n¥.

Definicja: Wariancja bez powtorzen

Ciag k réznych elementéw nalezacych do n-elementowego

zbioru S nazywamy k-elementowa wariancja bez powtdrzen.

llos¢ k-elementowych wariancji bez powtérzeniami ze zbioru n-
: n!

elementowego wynosi (G

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Zliczanie

Elementy kombinatoryki

Definicja: Permutacja

Ciag n réznych elementéw nalezacych do n-elementowego zbioru S
nazywamy permutacja elementéw tego zbioru. Polega ona na prze-
stawieniu kolejnosci elementéw tego zbioru. llo$¢ permutacji zbioru
n-elementowego wynosi n!.

Definicja: Kombinacja

Zbiér k réznych elementéw nalezacych do n-elementowego zbioru
S, w ktérym porzadek elementéw jest nieistotny, nazywamy
k-elementowa kombinacjg ze zbioru n-elementowego. llosé k-
elementowych kombinacji ze zbioru n-elementowego wynosi (Z)
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Zliczanie

Prawa zliczania

Definicja: Moc zbioru

Moc n-elementowego zbioru skonczonego jest réwna n (liczba ele-
mentéw tego zbioru). Moc zbioru A oznaczaé bedziemy symbolem
|A|. Inne oznaczenia: n(A),card(A) lub #A.

Tw: Prawa sumy

Niech S i T beda zbiorami skonczonymi, wéwczas
@ Jezeli S i T s3 roztaczne, to [SUT| = |S| + | T|
@ Ogdlnie: |SUT|=|S|+|T|—|SNT|

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Zliczanie

Prawa zliczania

Tw: Prawa iloczynu

© Niech Si T beda zbiorami skofnczonymi, wéwczas
ISx T|=|S|-|T|, boSx T ={(s,t): s€S,te T}

@ Niech 51,5;, ..., Sk beda zbiorami skonczonymi, k € Z, wowczas

|51 X52 X oo, X5k| = |51|‘52|‘5k|
Tw: Zasada witaczen i wytaczen
Niech S, S,,..., S, beda zbiorami skorczonymi, wéwczas
n
SSUSU...USI=D1S1= Y Isinsl+ > [SnSnSd-
i=1 1<i<j<n 1<i<j<k<n

— L+ (-D)"HS NS NN,

Liczba skfadnikéw: (7) + (5) + (5) +...+ (1) =2" -1

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Zliczanie

Przyktady

lle liczb naturalnych ze zbioru S = {1,2,...,1000} jest podzielnych
przez 4 lub przez 67

PIN w telefonie komérkowym sktada sie z 4 cyfr. lle jest mozliwych
haset PIN?

lle liczb naturalnych ze zbioru S = {1,2,...,1000} jest podzielnych
przez 4, 6 lub przez 97

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Zliczanie

Wzér dwumianowy Newtona

Definicja: Symbol Newtona

ny_ da 0<k<n keZ
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Zliczanie

Zasada rozmieszczania

Zasada rozmieszczania przedmiotéw w pudetkach

Jest ("J,:le) sposobéw rozmieszczenia n identycznych przedmiotéw
w k rozréznialnych pudetkach.

Zasada rozmieszczania przedmiotéw w pudetkach - inaczej

W k pudetkach mamy nieograniczone zapasy przedmiotéw. Na ile
sposobéw mozna z nich wyja¢ n przedmiotéw?

O Na ile sposobéw mozna rozmiesci¢ 12 jednakowych kulek w 4
rozréznialnych torbach?

@ Na ile sposobéw mozna wybra¢ 12 monet spo$réd nieograni-
czonego zapasu monet 1, 2, 5, 10, 20 i 50 groszowych?

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Zliczanie

Zliczanie relacji

5 o Zne 2 2 oo o
W zbiorze n-elementowym mozna okresli¢ 2™ relacji binarnych.

W zbiorze n-elementowym mozna okresli¢ 2("=1)" relacji zwrotnych.

W zbiorze n-elementowym mozna okredli¢ 2("1)7/2 yrelacji syme-
trycznych.

Jak uzasadnié¢ poprawnos¢ powyzszych lematéw?

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Zliczanie

Zliczanie podziatéw zbioru

Definicja: Liczba Stirlinga
Liczbg Stirlinga S(n, k) nazywamy liczbe podziatéw zbioru n-
elementowego na k czesci (blokéw).

Tw: Liczba relacji réwnowaznosci
Liczba réznych relacji réwnowaznosci w n-elementowym zbiorze
jest réwna sumie wszystkich mozliwych podziatéw tego zbioru na

n
1,2,...,n czesci, czyli Y S(n, k).
k=0
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Oblicanie liczby Stirlinga

Worost z definicji wynika, ze
S(n,k) =0, gdy k > n,
S(n,n)=1,5(n,1) =1,5(n,0) =0dla n> 0.
Liczbe Stirlinga S(n, k) obliczamy z wzoru rekurencyjnego
S(n,k)=S(n—1,k—1)+k-S(n—1,k).

Tréjkat Stirlinga:

S(0,0)
S(1,0) S(1,1)

$(2,0) S(2,1) S(2,2)
$(3,0) S(3,1) S(3,2Y S(3.3)

[ S(2,1)+3S(2.2) J
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Zliczanie

Zliczanie funkcji

Definicja: Funkcja

Niech X i Y beda dowolnymi zbiorami. Relacje binarng f C X X Y nazy-
wamy funkcjg ze zbioru X w zbiér Y (co zapisujemy w postaci f: X — Y)
wtw, gdy dla kazdego x € X istnieje co najwyzej jeden element y € Y
taki, ze (x,y) € f. Jezeli para (x,y) € f, to piszemy y = f(x).

Definicja: Injekcja

Powiemy, ze funkcja f: X — Y jest injekcja (réznowartosciowa), je-
zeli réznym argumentom przypisuje rézne wartosci, tzn. jesli x; # xo, to
f(x1) # f(x2) dla dowolnych x1,x € X.

Definicja: Surjekcja
Powiemy, ze funkcja f: X — Y jest surjekcja (odwzorowaniem ,,na" zbi6r

Y) wtw, gdy kazdy element zbioru Y jest wartoscia funkgji, tzn. dla do-
wolnego y € Y istnieje x € X, ze f(x) = y.
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Zliczanie

Zliczanie funkcji

Nich X i Y dowolne zbiory skonczone. Wéwczas:

Liczba wszystkich funkcji f: X — Y wynosi |Y|X.

Liczba injekgji

Liczba wszystkich injekcji f: X — Y wynosi

Y]-(1Y]|=1) ... (Y] = [X] +1) = |Y]!

(Y] = Ixpt

Liczba surjekcji
Liczba wszystkich surjekcji f: X — Y wynosi |Y|!- S(|X],|Y]).
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Zliczanie

Zasada szufladkowa Dirichleta

Zasada szufladkowa Dirichleta - wersja 1

Jezeli zbidr S podzielony jest na k podzbioréw, to co najmniej jeden z nich

. .. IS ,
ma co najmniej % elementéw.

Zasada szufladkowa Dirichleta - wersja 2

Dana jest funkcja f: X — Y (X, Y skofczone). Jezeli istnieje liczba cat-
kowita k taka, ze | X| > k- |Y/|, to wéwczas co najmniej jeden z przeciwo-
brazéw f~1(y),y € Y ma wigcej niz k elementéw.

Uogdlniona zasada szufladkowa Dirichleta

Niech Ay,..., A, beda podzbiorami zbioru (skoficzonego) S takimi, ze
kazdy element zbioru S nalezy do co najmniej k zbioréw A;. Wtedy $rednia

arytmetyczna liczb elementéw zbioréw A; wynosi co najmniej k - @
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