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Grafy nieskierowane

Graf nieskierowany

Definicja: Graf nieskierowany

Grafem nieskierowanym nazywamy uporzadkowang trdjke:
G=(V,E,y)

gdzie:

V - niepusty zbiér wierzchotkéw grafu G,

E - zbiér krawedzi grafu G,

v - funkcja ze zbioru E w zbiér {{u,v}: u,v € V} wszystkich
podzbioréw jedno lub dwuelementowych zbioru V.

Definicja: Krawedz i jej konce

Jezeli e € E oraz y(e) = {v1, v}, to elementy v; i v» nazywamy
koncami krawedzi e.
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Grafy nieskierowane

Przyktad

W praktyce czesto wykorzystujemy graficzng reprezentacje grafu

d
g e 5O

Niech G = (V, E,~), gdzie:

V={1,2,...,8}, E=1{ab,c,d,e f,g, h k| m},
za$ funkcja «y okredlona jest za pomoca tabeli

e a b c d f g h
(e) | 1.2} | {2 | {2.3) | {4 | (3.6} | 6.7} | {5.6)
k / m
2.5} | {1.5} | {1.5}
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Grafy nieskierowane

Krawedzie grafu

Definicja: Petla

Jezeli y(e) = {v, v} = {v}, to krawedZ e nazywamy petla.

Na poprzednim rysunku petlami sa krawedzie b i d, poniewaz v(b) = {2}

i(d) = {4}.

Definicja: Krawedz wielokrotna

Jezeli krawedzie e i f s3 rézne (e # f) i v(e) = ~(f), to nazywamy je
krawedziami wielokrotnymi (réwnolegtymi).

Na rysunku krawedziami wielokrotnymi sa krawedzie m i /, bowiem
V(1) = ~(m) ={1,5}.

W przypadku, gdy nie ma w grafie G krawedzi wielokrotnych, to funkcja
v jest réznowartosciowa.
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Grafy nieskierowane

Wierzchotki i krawedzie grafu

Jezeli w grafie G, a i b nie s3 krawedziami réwnolegtymi oraz
~v(a) = {x,y} i v(b) = {y, z}, to mbéwimy, ze:
© Krawedzie a i b s3 krawedziami sgsiednim lub przylegtymi
(maja wspdlny wierzchotek y).
@ Wierzchotki x,y (oraz y i z) s3 wierzchotkami sasiednimi.

© Wierzchotek x (a takze y) jest incydentny do krawedzi a (jest
koncem tej krawedzi).
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Grafy nieskierowane

Graf prosty i graf petny

Definicja: Graf prosty
Graf bez krawedzi wielokrotnych i petli nazywamy grafem prostym.

Definicja: Graf petny

Graf prosty, w ktérym kazde dwa wierzchotki sa potaczone krawedzia na-
zywamy grafem petnym. Graf petny o n wierzchotkach oznaczamy przez
K.
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Grafy nieskierowane

Graf prosty

W przypadku graféw bez krawedzi wielokrotnych (w szczegdlnosci
w przypadku graféw prostych) definicja grafu mozna uprosci¢ do
podania zbioru wierzchotkéw V i krawedzi w postaci {p, q}, gdzie
p,q € V, np. na rysunku zamiast pisa¢ y(a) = {1,3} bedziemy
pisa¢ a = {1, 3}.

Uwaga

W dalszej czesci graf bez krawedzi wielokrotnych (w szczegdlnosci
graf prosty) bedziemy zapisywali jako

G=(V,E)

pamietajac, ze E = {{p,q}: p,q € V}.
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Grafy nieskierowane

Stopien wierzchotka

Definicja: Stopien wierzchotka

Liczbe krawedzi incydentnych do danego wierzchotka v (z petlami liczo-
nymi podwdjnie) nazywamy stopniem wierzchotka v i oznaczamy deg(v)

Liczbe wierzchotkéw stopnia k oznaczamy przez Dy (G)

Dla kazdego grafu definiujemy ciag stopni wierzchotkéw grafu G w postaci

(Do(G), D1(G), D2(G),...)

Definicja: Stopien grafu

Stopniem grafu G nazywamy liczbe

A(G) = max deg(v)

Stopien grafu jest wiec réwny najwyzszemu ze stopni jego wierzchotkéw.
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Grafy nieskierowane

Stopien wierzchotka

Definicja: Wierzchotek izolowany

Wierzchotek stopnia zerowego nazywamy wierzchotkiem izolowa-
nym.

Definicja: Wierzchotek koncowy

Wierzchotek stopnia pierwszego nazywamy wierzchotkiem kornco-
wym lub wiszgcym.

Definicja: Krawedzie szeregowe

| \

Moéwimy, ze dwie nierébwnolegte krawedzie s3 krawedziami szere-
gowymi, jezeli ich wspdlny wierzchotek jest stopnia drugiego.
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Grafy nieskierowane

Przyktad

@ wierzchotki izolowane: x5, x7
@ wierzchotki wiszace: x4, Xg
o deg(x1) =2, deg(x2) =5, deg(x3) =4,
deg(xs) = deg(xs) = 1, deg(xs) = deg(x7) =0, deg(xg) = 3
@ ciag stopni wierzchotkéw: (2,2,1,1,1,1)
@ stopien grafu: A(G) =5
@ krawedzie szeregowe: a i b
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Grafy nieskierowane

Stopien wierzchotka

Twierdzenie: Suma stopni wierzchotkéw

Suma stopni wszystkich wierzchotkéw w grafie G = (V, E,v) jest dwa
razy wieksza od ilosci jego krawedzi, tj.

> deg(v) =Y k-Di(G)=2-|E|
k=0

veVv

W grafie petnym o n wierzchotkach kazdy wierzchotek ma stopien n — 1.

llos¢ wierzchotkéw stopnia nieparzystego w grafie G musi by¢ parzysta.
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Grafy nieskierowane

Izomorfizm grafow

Niech dane beda grafy G; = (V4, E1,y1) oraz Gy = (Va, Ea,7¥2).

Jezeli Gy i Gp s3 grafami prostymi to wéwczas méwimy, ze grafy G; i G,
sg izomorficzne, jezeli istnieje wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenie
a: Vi — V; takie, ze krawedZ {u, v} jest krawedzia grafu G; wtw, gdy
krawedz {a(u), a(v)} jest krawedzia grafu G,.

Jezeli Gy i G, sa dowolnymi grafami to wéwczas méwimy, ze grafy Gy i G
sg izomorficzne, jezeli istnieja wzajemnie jednoznaczne przeksztatcenia
a: Vi — Vi B: B — E, takie, ze krawedz e € E; taczy wierzchotki
u,v € Vi wtw, gdy odpowiadajaca jej krawedz ((e) € E, taczy wierzchotki
a(u),a(v).

Zapis G >~ G, czytamy: grafy G; i G, s3 izomorficzne.
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Grafy nieskierowane

Izomorfizm grafow
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Grafy nieskierowane

Izomorfizm grafow

Z definicji izomorfizmu wynika, ze grafy izomorficzne musza mieé:

e 6 66 o6 o

te sama liczbe wierzchotkéw

te sama liczbe krawedzi

te samg liczbe petli

te samg liczbe wierzchotkéw koncowych

te samg liczbe wierzchotkdw izolowanych

réwna liczbe wierzchotkdéw tego samego stopnia

ten sam ciagg stopni wierzchotkéw

Powyzsze warunkami sg warunkami koniecznymi izomorfizmu dwéch
graféw, ale nie s3 warunkami wystarczajacymi.
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Grafy skierowane

Graf skierowany

Definicja: Graf skierowany

Grafem skierowanym lub digrafem G (directed graph) nazywamy upo-
rzadkowang tréjke G = (V, E,~), gdzie

V - jest niepustym zbiorem wierzchotkéw,

E - jest zbiorem krawedzi skierowanych (tukéw),

~ - jest odwzorowaniem zbioru E w zbiér V x V.

Definicja: tuk
Jezeli e jest tukiem grafu G (e € E) i y(e) = (p,q) ((p,q) € V x V), to
@ p nazywamy poczatkiem tuku

@ g nazywamy konncem tuku
@ o tuku e méwimy réwniez, ze

o tuk e biegnie od wierzchotka p do wierzchotka g
o tuk e wychodzi z wierzchotka p i wchodzi do wierzchotka g
@ tuk e jest incydentny z wierzchotka p i jest incydentny w wierzch. g
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Grafy skierowane

Graf skierowany

Analogicznie, jak w przypadku grafu nieskierowanego mamy

Definicja: Petla

Jezeli v(e) = (p, p), to e nazywamy petla.

Definicja: Krawedz wielokrotna

Jezeli e,k € E oraz vy(e) = (p,q) i v(k) = (p,q). to krawedzie e i k
nazywamy réwnolegtymi lub wielokrotnymi.

Definicja: Graf prosty

Jezeli G jest grafem prostym (bez petli i krawedzi réwnolegtych), to
przeksztatcenie y jest réznowartosciowe a graf G mozemy oznaczaé jako
G=(V,E).
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Grafy skierowane

Przyktad

Wezmy graf G = (V, E,v), w ktérym dane s3 zbiory:
V ={u,w,x,y,z} - zbiér wierzchotkédw,

E={a b,c,d, e, f,g, hk, I, m} - zbiér tukéw

oraz funkcja v postaci

e a b c d e f g
e) [ (xy) [ (zy) | (zy) | (uy) | (u.x) | (z.0) | (x.2)
h k / m
.y) | (z.w) | (w.x) | (x.w)
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Grafy skierowane

Przyktad

krawedz h jest petla

°

o krawedzie c i b s3 wielokrotne (réwnolegte)

o krawedzie / i m nie s3 wielokrotne (réwnolegte)
°

np. tuk g jest incydentny z wierzchotka x i jest incydentny w
wierzchotek z.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Grafy skierowane

Stopnie wierzchotkéw

Definicja: Stopien wyjsciowy

Liczbe krawedzi skierowanych wychodzacych z wierzchotka x nazywamy stop-
niem wyjSciowym tego wierzchotka i oznaczamy przez degout(x).

5z s o

Definicja: Stopien wejsciowy

Liczbe krawedzi skierowanych wchodzacy do wierzchotka x nazywamy stopniem
wejSciowym tego wierzchotka i oznaczamy przez degin(x).

Definicja: Stopien wierzchotka

Stopniem wierzchotka x w grafie skierowanym nazywamy sume stopni wejscio-
wych i wyjsciowych tego wierzchotka
deg(x) = degout(x) + degin(x)

- s

Definicja: Stopien grafu

Stopnien grafu skierowanego G okreSlamy jako maksymalny stopien wierz-
chotka w tym grafie A(G) = max deg(v)
veVv

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna




w.2
000000

Grafy skierowane

Zrédto i ujscie

W digrafach wyrézniamy szczegélnie dwa typy wierzchotkéw, ktére nie
wystepuja w grafach nieskierowanych, sa to zrédta i ujscia.

Definicja: Zrédto

Zrédtem w digrafie nazywamy nieizolowany wierzchotek, do ktérego nie
wchodzi zaden tuk.
Wierzchotek u jest w digrafie zrodtem wtedy i tylko wtedy gdy

degin(u) = 0 A degout(u) >0

Definicja: Ujscie

Nieizolowany wierzchotek digrafu, ktéry nie jest poczatkiem zadnego tuku
nazywamy uj$ciem.
Wierzchotek t jest w digrafie ujsciem wtedy i tylko wtedy, gdy

degout(t) = 0 A degin(t) > 0

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Grafy skierowane

Przyktad

o

@ Stopnie wierzchotkéw:

deg(a) =degout(a) + degin(a) =1+0=1
deg(b) =degout(b) + degin(b) =1+2 =3
deg(c) =degout(c) + degin(c) =2+0=2
deg(d) =degout(d) + degin(d) =1+1=2
deg(e) =degout(e) + degin(e) =042 =2
@ Stopien grafu:

A(G) = maxdeg(u) =3

vev
@ Zrédtem w grafie sa wierzchotki a i ¢

@ Ujsciem jest wierzchotek e

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Grafy

Reprezentacja macierzowa

Niech G bedzie grafem, ktérego wierzchotki sa oznakowane liczbami ze
zboru {1,2,..., n}, natomiast krawedzie liczbami ze zbioru {1,2,..., m},
wowczas:

Definicja: Macierz sasiedztwa

Macierza sgsiedztwa grafu G nazywamy macierz wymiaru n X n, ktérej
wyraz o indeksach i, j jest rowny liczbie krawedzi tagczacych wierzchotek i z
wierzchotkiem j. (W digrafie jest to liczba tukéw prowadzacy z wierzchotka
i do wierzchotka j).

Definicja: Macierz incydencji

Macierzg incydencji grafu G nazywamy macierz wymiaru n x m, ktérej
wyraz o indeksach i, jest réwny 1, jesli wierzchotek i jest incydentny z
krawedzig j i réwny O w przeciwnym razie.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Grafy

Szczegdlne rodzaje grafow

Definicja: Graf pusty

Graf ktérego zbiér krawedzi jest zbiorem pustym, nazywamy grafem pu-
stym. Graf pusty majacy n wierzchotkdéw oznaczamy symbolem N,,.

Definicja: Graf petny

Graf prosty, w ktérym kazda para réznych wierzchotkéw jest potaczona
krawedzia, nazywamy grafem pefnym. Graf petny majacy n wierzchotkéw
oznaczamy symbolem K. W grafie petnym jest n(n — 1)/2 krawedzi.

Definicja: Graf regularny

Graf, w ktérym kazdy wierzchotek ma ten sam stopien, nazywamy grafem
regularnym. Jesli kazdy wierzchotek ma stopien r, to ten graf nazywamy
grafem regularnym stopnia r lub krocej grafem r-regularnym.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Grafy

Szczegdlne rodzaje grafow

Definicja: Graf cykliczny

Graf spéjny, regularny stopnia 2, nazywamy grafem cyklicznym. Graf
cykliczny majacy n wierzchotkéw oznaczamy symbolem C,.

Definicja: Graf liniowy

Graf otrzymany z grafu C, przez usuniecie jednej krawedzi, nazywamy
grafem liniowym o n wierzchotkach i oznaczamy symbolem P,.

o

Definicja: Koto

Graf powstajacy z grafu C,_; przez potaczenie kazdego wierzchotka z no-
wym wierzchotkiem v, nazywamy kotem o n wierzchotkach i oznaczamy
go symbolem W,.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Grafy
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Szczegdlne rodzaje grafow

Definicja: Grafy platonskie

Grafy platonskie to grafy regularne utworzone z wierzchotkéw i krawe-
dzi pieciu wieloscianéw foremnych (czworoscianu, szescianu, o$miosciany,
dwunasto$cianu i dwudziestoscianu).

Definicja: Graf planarny

Grafem planarnym nazywamy graf, ktéry mozna narysowaé na ptaszczyz-
nie bez przecie¢ tzn. tak, by zadne dwie krawedzie nie przecinaty sie na
rysunku poza wierzchotkiem, z ktérym obie s3 incydentne.

Definicja: Dopetnienie grafu prostego

Jedli G jest grafem prostym o zbiorze wierzchotkéw V/, to dopetnieniem
grafu G jest graf o zbiorze wierzchotkéw V/, w ktérym dwa wierzchotki sa
sasiednie wtw, gdy nie sg sasiednie w grafie G.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Grafy

Szczegdlne rodzaje grafow

Definicja: Graf dwudzielny

Jezeli zbiér wierzchotkéw grafu G moze by¢ podzielony na dwa zbiory
roztaczne A i B w taki sposéb, by kazda krawedz grafu G taczyta wierz-
chotek zbioru A z wierzchotkiem zbioru B, to taki graf nazywamy grafem
dwudzielnym.

| \

Definicja: Graf petny dwudzielny

Graf petny dwudzielny jest to graf dwudzielny, w ktérym kazdy wierzcho-
tek zbioru A jest potaczony doktadnie jedna krawedzig z kazdym wierzchot-
kiem zbioru B. Graf petny dwudzielny majacy r wierzchotkdéw w zbiorze A
i s wierzchotkéw w zbiorze B oznaczamy symbolem K .

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Grafy

Szczegdlne rodzaje grafow

Definicja: Kostka

k-kostka Qx nazywamy graf regularny dwudzielny, ktdérego wierzchotki
odpowiadaja ciagom (a1, as, . .., ax) takim, ze kazdy wyraz a; jest réwny
0 lub 1, i ktérego krawedzie taczy ciagi réznigce sie doktadnie jednym
wyrazem. Graf Qx ma 2 wierzchotkéw i k -25~1 krawedzi oraz jest grafem
regularnym stopnia k.

Kostka @3
100 101

000 001
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Grafy

Szczegdlne rodzaje grafow

Definicja: Graf wazony

Grafem wazonym nazywamy graf, w ktérym kazdej krawedzi przyporzad-
kowana jest liczba rzeczywista (czasami tylko nieujemna) zwana wagj tej

krawedzi.
6 5
7 16 2 10
11 9 6
3 4
1 14
17
2 3

@ Waznym zastosowaniem graféw wazonych s3 sieci. W teorii graféw
terminami okre$lajacymi wezet jest wierzchotek, a facze jest krawe-
dzia.

@ W sieci, waga krawedzi moze oznacza¢ dtugos¢ odcinka drogi, czas
przejazdu, koszt budowy, przepustowos¢ itp.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drogi i cykle

Droga

Definicja: Droga
Drogg w grafie G nazywamy ciag krawedzi tego grafu eje; ... e, taki, ze
koniec krawedzi e;_; pokrywa sie z poczatkiem krawedzi ;. Droga tak ma
dtugos¢ n+ 1 réwna liczbie krawedzi drogi.

Xy

X5 X3

X X
T a 2

@ Droga efkhk jest droga w grafie G o dtugosci 5

@ Wierzchotek x; nazywamy wierzchotkiem poczatkowym, a x3 wierz-
chotkiem koncowym

@ Ciagg krawedzi ec nie jest droga w grafie G

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drogi i cykle

Droga zamknieta

Definicja: Droga zamknieta
Jesli w drodze wierzchotek poczatkowy pokrywa sie z wierzchotkiem kon-
cowym, to taka droge nazywamy droga zamknieta.

X3

a

Droga degba jest droga zamkniety. Droga ta zaczyna si¢ i konczy w wierz-
chotku xi.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drogi i cykle

Droga prosta (Sciezka)

Definicja: Droga prosta ($ciezka)

Droga prosta lub $ciezkg nazywamy droge, w ktérej wszystkie krawedzie

sg rézne.

X, X,

e f 4 e ; 4
K h k h

g g

)(5 XJ XE XJ

d < b d < b
XY XZ Xl XZ

Droga degbac jest droga prosta
X1.X5,X5.X3,X2.,X1.X3

Droga fkhkc nie jest droga prosta,
poniewaz krawedz k powtarza sie
dwa razy.
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Drogi i cykle

Cykl

Definicja: Cykl
Zamknieta droge prosta o dtugosci > 1, ktérej wszystkie wierzchotki sa
rézne, nazywamy cyklem.

e e

! k{ \n ! k( \n
g g

X X; X5 X;
Cc (o

d b d b

XY XI XY XI
a a

Droga dgba jest drogg prosta, zamknieta. Droga degba nie jest cyklem.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna



w.2
[e]eJele] To)

Drogi i cykle

Cykl

Definicja: Graf acykliczny
Graf (droge), ktéra nie zawiera zadnego cyklu nazywamy grafem acyklicz-
nym (droga acykliczna).

X

e p ¢
k h

g
X, Xs
c
d b

X, ® x,

a

Graf acykliczny.
Graf posiada cykle np. fgh, ach itd.
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Drogi i cykle

Odlegtos¢ wierzchotkéw

Definicja: Wierzchotek osiagalny

Méwimy, ze wierzchotek v jest osiagalny z wierzchotka u, jesli istnieje
droga z u do w.

Definicja: Odlegtos¢ pomiedzy wierzchotkami

Odlegtoscia pomiedzy wierzchotkiem u i wierzchotkiem v nazywamy
dtugos¢ najkrétszej drogi od u do v i oznaczamy ja symbolem d(u, v).

! a
Odlegtos¢ pomiedzy wierzchotkami x, i x4 wynosi d(x2, x4) = 2.
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Spéjnosé

Graf spéjny

Definicja: Graf spéjny

Graf G nazywamy grafem spoéjnym, jezeli kazdy jego wierzchotek jest
osiggalny z kazdego innego wierzchotka.

Definicja: Drzewo

Graf spdjny i acykliczny nazywamy drzewem.

Definicja: Podgraf

Podgrafem danego grafu G = (V, E) nazywamy graf G’ = (V'  E’) taki,
ze V/ C Voraz E' CE.

Definicja: Sktadowa grafu

Spéjny podgraf grafu G taki, ze w G nie ma zawierajacego go wiekszego
podgrafu spéjnego, nazywamy sktadowa grafu G.
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Spéjnosé

Graf spéjny

Definicja: Spdjnos¢ krawedziowa

Jedli graf G jest spdjny, to jego spédjnosécia krawedziowa A\(G) nazy-
wamy najmniejsza liczbe krawedzi, ktére nalezy usunaé, by graf przestat
by¢ spojny.

Definicja: Spéjnos¢ wierzchotkowa

Jesli graf G jest spdjny i nie jest grafem petnym, to jego spéjnoscig wierz-
chotkowa x(G) nazywamy najmniejsza liczbe wierzchotkéw, ktére nalezy
usuna¢, by graf przestat by¢ spojny.

| A

Uwaga

Jedli z grafu usuwamy wierzchotek to usuwamy tez wszystkie krawedzie
z nim incydentne.
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Grafy Eulera

Zagadnienie mostéw krdélewieckich

W Krélewcu, na rzece Pregole s3 dwie wyspy (A i B) potaczone ze sobg,
a takze z brzegami (C i D) za pomoca siedmiu mostéw. Nalezy wyruszyé
z dowolnej czesci ladowej miasta (A, B, C lub D), przej$¢ przez kazdy
z mostéw dokfadnie jeden raz i powrdci¢ do punktu wyjsciowego (bez
przeptywania przez rzeke).

W 1736 problem zostat rozwigzany przez szwajcarskiego matematyka Le-
onharda Eulera (1707-1783). Zbudowat on graf przedstawiony na rysunku
przyporzadkowujac obszarom ladu wierzchotki, a mostom - krawedzie.
Nalezato teraz odpowiedzie¢ na pytanie: Czy tak otrzymany graf ma droge
zamknieta, ktéra zawiera wszystkie krawedzie tylko raz?
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Grafy Eulera

Graf Eulera

Definicja: Cykl Eulera

Cyklem Eulera w grafie G nazywamy zamknieta droge prosta zawierajaca
wszystkie krawedzie tego grafu.

y

Definicja: Graf Eulera

Graf, w ktérym istnieje cykl Eulera nazywamy grafem eulerowskim albo
grafem Eulera.

Definicja: Droga Eulera

Droga Eulera w grafie G nazywamy droge prost3 zawierajaca wszystkie
krawedzie tego grafu.

Definicja: Graf péteulerowski

Graf, w ktérym istnieje droga Eulera nazywamy grafem péteulerowskim.
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Grafy Eulera

Twierdzenie Eulera

Jezeli dla kazdego wierzchotka grafu G, deg(v) > 2, dla v € V, wéwczas
graf zawiera cykl.

v

Twierdzenie Eulera (1736)

Graf spéjny G jest grafem eulerowskiem (posiada cykl Eulera) wtedy i tylko
wtedy, gdy stopien kazdego wierzchotka grafu G jest parzysty.

o’

Twierdzenie Eulera dla graféw skierowanych

Graf skierowany jest grafem Eulera wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
wierzchotka v, stopien wejsciowy jest réwny stopniowi wyjéciowemu tj.

defin(v) = degout(v)
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Grafy Eulera

Twierdzenie Eulera

Whiosek

Graf spdjny jest grafem eulerowskim wtedy i tylko wtedy, gdy zbidr jego
krawedzi mozna podzieli¢ na roztaczne cykle.

A\

Whiosek

Graf spdjny jest grafem péteulerowskim wtedy i tylko wtedy, gdy ma do-
ktadnie dwa wierzchotki nieparzystego stopnia.

v

Graf mostéw krélewieckich nie ma ani cyklu ani drogi Eulera.
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Grafy Eulera

Algorytm Fleury’ego

Algorytm Fleury’ego - algorytm pozwalajacy na znalezienie cyklu Eulera
w grafie spbjnym.

Krok 0 Sprawdz czy graf jest eulerowski.
Krok 1 Zacznij cykl z dowolnego wierzchotka vg.

Krok 2 Wybierz krawedz ey wychodzaca z wierzchotka vy po
usunieciu ktérej graf pozostanie spdjny. Przejdz przez
krawedz ey do wierzchotka v;. Krawedz ey uznajemy za
przebyts i usuwamy z grafu G.

Krok 3 Powtarzamy krok 2 tak dtugo az w G nie bedzie zadnej
krawedzi.

Powyzszy algorytm mozna wykorzysta¢ réwniez do znalezienia drogi Eulera
w grafie poteulerowskim, zaczynajac od wierzchotka stopnia nieparzystego.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna



140
2140
32140

Q=P QP Q—P
NTT TN TN/
haclphicl it
AN
© P O ©

=3
7]

CIOTO oe“o
T TN N
L1 IXGL IX]
A
© PE PO ©

S
S
)

]
<
s
o
e
X
]
>
o
"]
=2
>
2
<]
5
o
s
<]
2

atek

Adam Marsz;

o
a0
o
>
<
=
=
L
€
e}
b
<
(=]
S0
<



425132140
5425132140
05425132140

(&) | (12) () | () (&) | )
NTT NTE N
oww&o oww&o oww&o
AR OO0 O
N N N
© 0 e ©

Q@
7

Joanals
N

s
s
s

]
<
s
o
g
X
]
>
o
"]
=2
>
2
<]
5
o
s
<]
2

atek

[¢]
[
[o]
o]
[o]
[o]
[o]
[e]

S5:132140
S§:5132140
25132140
Adam Marsz;

S

\
5
© PO OO ©

Algorytm Fleury’ego



w.2
0000000e

Grafy Eulera

Zadanie chinskiego listonosza

Zadanie chinskiego listonosza

Zadanie to zostato sformufowane przez chinskiego matematyka Mei Ku Kwana.
Polega na tym, ze listonosz wychodzac z budynku pocztu musi obejs¢ wszystkie
ulice w swoim rejonie i powrdci¢ do budynku, przechodzac jak najkrétsza droge.

W jezyku teorii graféw nalezy w grafie spdjnym znalez¢ droge zamknieta z mi-
nimalna liczba krawedzi (albo w przypadku grafu wazonego z najmniejsza suma
wag), ktéra zawiera kazda krawedz co najmniej raz.

@ Jezeli graf jest eulerowski, to rozwigzanie problemu jest jednoznaczne i jest
nim dowolny cykl Eulera.

@ Jezeli graf jest poteulerowski, to rozwigzaniem problemu jest droga Eulera
i najkrétsza droga powrotna do punktu startowego.

@ Gdy graf nie jest ani eulerowski, ani péteulerowski, to rozwazany problem
staje sie trudny.

@ Rozwiazanie problemu polega na wyznaczeniu pewnych krawedzi, ktérymi
trzeba sie porusza¢ kilka razy.

@ Krawedzie, ktére dorysowujemy wyznacza sie uzywajac np. algorytméw wy-
znaczania maksymalnego przeptywu i najkrétszych drég.
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