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Grafy Hamiltona

Droga i cykl Hamiltona

Definicja: Droga Hamiltona

Droga Hamiltona nazywamy droge, ktéra przechodzi przez kazdy wierz-
chotek grafu doktadnie jeden raz. Graf posiadajacy droge Hamiltona nazy-
wamy grafem péthamiltonowskim.

Definicja: Cykl Hamiltona

Cyklem Hamiltona nazywamy cykl przechodzacy przez wszystkie wierz-
chotki grafu. Graf posiadajacy cykl Hamiltona nazywamy grafem hamil-
tonowskim.
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Grafy Hamiltona

Kod Greya

Zacznijmy od nastepujacej obserwacji:

Niech ciag (C1, Gy, - . ., Cy) zawiera wszystkie ciagi binarne C; dtugosci k
(jest ich 2), przy czym C; rézni sie od C;; 1 na dokfadniej jednej
wspobtrzednej. Woéwcezas ciag

G0, G50, ..., Cn0, Cnl, Coo1l,...,Ci1

zawiera wszystkie ciagi binarne dtugosci k + 1, przy czym kazde dwa
sasiednie ciagi réznia sie na doktadnie jednej wspdtrzedne;.

W ten spos6b konstruujemy prosty algorytm rekurencyjny generujacy wszyst-
kie ciagi binarne dtugosci n.

Otrzymany ciag
C], C2,. ey C2n

nazywamy kodem binarnym Greya rzedy n.
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Grafy Hamiltona

Cykl Hamiltona w kostce @,

W kostce n-wymiarowej @,, kolejnos¢ ciggdéw binarnych, wygenerowanych
przez kod Greya stanowi droge Hamiltona w tej kostce. J
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Grafy Hamiltona

Warunki istnienia cyklu Hamiltona

Twierdzenie: Warunek konieczny

Jezeli graf o n wierzchotkach jest hamiltonowski, to posiada co najmniej n
krawedzi.

Twierdzenie

Kazdy graf petny K, jest grafem Hamiltona.
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Grafy Hamiltona

Warunki istnienia cyklu Hamiltona

Twierdzenie: Ore (1960)

Niech graf G = (V/, E) bedzie grafem sp6jnym i niech |V| = n > 3 (tzn.
graf G ma co najmniej trzy wierzchotki). Jezeli

deg(u) + deg(w) > n

dla kazdej pary wierzchotkéw u, w € V/, ktére nie sa potaczone krawedzia,
to graf G jest grafem hamiltonowskim.

u Z u z Xq Xg
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Grafy Hamiltona

Warunki istnienia cyklu Hamiltona

Twierdzenie: Dirac (1952)

Jezeli w grafie prostym i spéjnym G = (V, E) o n wierzchotkach (n > 3)
oraz stopien kazdego wierzchotka u € V/ spetnia warunek deg(u) > 3n, to
graf G jest grafem hamiltonowskim.

Twierdzenie

Jezeli w grafie prostym i spdjnym G = (V, E) o n wierzchotkach jest co
najmniej 2(n— 1)(n— 2) + 2 krawedzi, to graf G jest grafem hamiltonow-
skim.

| A

Uwaga

Graf hamiltonowski musi by¢ spéjny, wiec wczesniejsze twierdzenia mozna
traktowac¢ jako warunki wystarczajace spdjnosci grafu.
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Grafy Hamiltona

Cykl i droga Hamiltona w grafach dwudzielnych

Twierdzenie: Warunek konieczny
Niech G = (V1 U V,, E) bedzie grafem dwudzielnym, wéwczas
@ jesli G ma cykl Hamiltona, to | V4| = | V2],

@ jesli G ma droge Hamiltona, to ||V4] — |Vo|| < 1.

Twierdzenie: Warunek wystarczajacy

Niech G = (V1 U V,, E) bedzie grafem petnym dwudzielnym, wéwczas

@ jesli |Vi| = |Va|, to G ma cykl Hamiltona,

@ jesli ||Vi| — |V2]| < 1, to G ma droge Hamiltona.
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Grafy Hamiltona

Cykle Hamiltona roztaczne krawedziowo

Dwa cykle sa roztaczne krawedziowo, gdy kazda krawedz nalezy tylko do
jednego cyklu w grafie.

Twierdzenie

Graf petny K, zawiera [251] roztacznych krawedziowo cykli Hamiltona.

W grafie Ks mamy W grafie Ky mamy

SRR
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Grafy Hamiltona

Cykle Hamiltona w grafie pefnym

Twierdzenie

Graf petny K|, zawiera ("_21)! réznych cykli Hamiltona.

W grafie K4 mamy @ = 3 rézne cykle Hamiltona:

@ W grafie Ks mamy 61 ) = 12 r6éznych cykli Hamiltona.

@ W grafie K,0 mamy (20 D> 1017 réznych cykli Hamiltona.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna



w.3
000000000e000

Grafy Hamiltona

Problem komiwojazera

Komiwojazer ma odwiedzi¢ kilka miast (kazde doktadnie jeden raz) i powréci¢ do miasta,
z ktérego wyruszyt przebywajac tacznie najkrétsza (najtansza lub najszybciej przebyta)
droge. Znane s3 odlegtosci (koszt lub czas) przejazdu miedzy kazda para miast. Na-
lezy wyznaczyé komiwojazerowi trase przejazdu tak, aby mégt odwiedzi¢ kazde miasto
doktadnie jeden raz i catkowita droga (koszt lub czas) podrézy byta/byt mozliwie naj-
krétsza/najmniejszy.

Problem ten mozemy sformutowaé w teorii n-wierzchotkowej sieci petnej, a nastepnie
znalez¢ najkrétszy (najtafiszy, najszybszy) cykl Hamiltona o n wierzchotkach.

Przyktadowo cykl a, b, ¢, d, e, a ma wage 230, a cykl a, b, e, ¢, d, a-ma wage 110.
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Grafy Hamiltona

Problem komiwojazera

Teoretycznie problem komiwojazera mozna rozwigzaé poprzez wyznaczenie
2(n — 1)! cykli Hamiltona i wybranie tego, ktéry ma najmniejsza sume wag.
Oczywiécie, metoda ta jest bardzo nieefektywna. Bowiem, jezeli dysponujemy
komputerem sprawdzajacym milion permutacji na sekunde, to:

@ n =10 liczba cykli wynosi (10 — 1)!/2 = 181440 czas obliczer = 1.8s.

@ n = 20 liczba cykli wynosi (20 — 1)!/2 = 60822550204416000 czas
obliczen ok. 29330 lat.

Problem komiwojazera jest NP-zupetny. J

Rozwiazania problemu komiwojazera, mozemy wybraé jedna z dwdch metod:

@ metoda doktadna, np. metoda podziatu i ograniczen, ktéra wygeneruje
doktadne rozwiazanie, ale dziatajaca w czasie wyktadniczym (a wiec metoda
.wolna"),

@ metoda przyblizona (inaczej nazywana metoda aproksymacyjna), ktéra ge-
neruje rozwiazanie bliskie optymalnemu ale dziatajaca w czasie wielomia-
nowym.
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Grafy Hamiltona

Historia TSP - Travelling salesman problem

Big TSP problem:

http://www.tsp.gatech.edu//history/pictorial/dfj.html
N = 13509
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Grafy Hamiltona

Heurystyki przeszukiwan

Heurystyka (gr.heuriskein znalez¢, odkry¢) to praktyczna, oparta na
doswiadczeniu reguta postepowania, ktéra moze znacznie uprosci¢ lub
skrécié proces rozwigzywania rozwazanego problemu, gdy metoda
rozwigzania nie jest znana lub jest zawita i czasochtonna.

@ Dla zadan, w ktérych mamy do czynienia z wieloma rozwigzaniami,
wazne jest wczesne odrzucenie nieobiecujacych kierunkéw poszuki-
wania rozwigzania. Zapewnia to ogromne oszczednosci na kosztach
obliczeniowych, a w rezultacie przyspiesza znalezienie rozwigzania.

@ Metody heurystyczne pozwalajg na znalezienie w akceptowalnym cza-
sie przynajmniej przyblizonego rozwigzania problemu, cho¢ nie gwa-
rantuje tego we wszystkich przypadkach.

@ Skutecznosci krokéw heurystycznych nie mozna w petni udowodnié
teoretycznie, mozna jedynie pokaza¢ do$wiadczalnie ich trafnos¢.

@ Algorytmy genetyczne i ewolucyjne, algorytmy mréwkowe itp.
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Drzewa

Drzewo

Definicja: Drzewo

Drzewem nazywamy graf (nieskierowany) spéjny i acykliczny.

Z definicji wynika, ze drzewo jest grafem prostym tzn. nie ma petli i kra-
wedzi wielokrotnych. W przeciwnym przypadku miatoby cykle, co przeczy
definicji drzewa.

Definicja: Las

Graf niespdjny i acykliczny nazywamy lasem. Jego skfadowe s3 drzewami.

1At A

a)

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna



w.3
0®00000000000000000

Drzewa

Wftasnosci drzew

Twierdzenie

Niech T bedzie grafem majacym n wierzchotkéw. Wtedy nastepu-
jace warunki s3 réwnowazne:

© T jest drzewem,

@ T jest acykliczny i ma n — 1 krawedzi,

© T jest spojny i ma n — 1 krawedzi,

Q T jest spdjny, ale przestaje by¢ spéjny po usunieciu dowolnej
krawedzi,

kazde dwa wierzchotki T potaczone s3 doktadnie jedna droga,

© 0

T jest grafem acyklicznym, ale po dodaniu dowolnej nowe;j
krawedzi otrzymany graf ma doktadnie jeden cykl.
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Drzewa

Wftasnosci drzew

Jezeli graf G jest lasem, ktéry ma n wierzchotkéw i k sktadowych,
to graf G ma n — k krawedzi.

Definicja: Lis¢

Wierzchotki drzewa majace stopien wierzchotka réwne 1 nazywamy
lisémi.

Wtasnosé

Drzewo T majace co najmniej jedng krawedz ma co najmniej dwa
liscie.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drzewa

Drzewa z wyr6znionym korzeniem

Definicja

W wielu przypadkach drzewa, ktére wykorzystujemy do rozwigza-
nia probleméw praktycznych maja strukture hierarchiczna tzn. maja
jeden wierzchotek wyrézniony zwany korzeniem. W takim drzewie
liscie nazywa sie weztami zewnetrznymi lub koncowymi. Pozo-
state wierzchotki w drzewie nazywamy weztami wewnetrznymi.

Definicja

Niech {v, w} bedzie krawedzia nalezaca do drzewa T. Wtedy jezeli
wierzchotek v jest blizej korzenia, to v jest rodzicem w, a w jest
dzieckiem v.
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Drzewa

Drzewa z wyr6znionym korzeniem

@ Kazdy wierzchotek (poza korzeniem) ma doktadnie jednego rodzica.

@ Rodzic moze mie¢ kilkoro dzieci.
@ Ogdlnie w jest potomkiem v jesli w # v oraz wierzchotek v nalezy
do drogi prostej z w do korzenia.
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Drzewa

Drzewa z wagami

Definicja
Drzewem z wagami nazywamy drzewo z korzeniem, w ktérym kazdemu lisciowi
przyporzadkowana jest liczba nieujemna, nazywana waga tego liscia.

Definicja

Niech drzewo T ma t lisci, ktérych wagami s3 liczby wi, ws,..., w; oraz

niech h, b, ..., l; oznaczaja odpowiednio numery pozioméw lisci. Wéwczas waga
t

drzewa T nazywamy liczbe W(T) =5 wil;
fa

W(T:) = 40 -/ i \J W(T2) = 55

3 5 2
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Drzewa

Drzewa optymalne z wagami

Niech dany bedzie zbiér wag {wi, wa, ..., w,} oraz drzewo T z korzeniem o n li-
Sciach. Drzewo T nazywamy drzewem optymalnym z wagami {wy, ws, ..., wy},
jezeli wagi te zostaty tak przyporzadkowane lisciom, ze W/(T) jest najmniejsza
z mozliwych.

Algorytm Huffmana:

Dane: L lista t wierzchotkéw o wagach {wi,...,we}, (t > 2)
Whyniki: optymalne drzewo binarne T (L)

Huffman(L)

1 ift=2

2 then

3 T(L) drzewo z dwoma lis¢mi o wagach w1, ws

4 else

5 z listy L wybierz wierzchotki o najmniejszych wagach u, v

6 potacz wybrane wierzchotki korzeniem o wadze u + v

7 z L usun wybrane wierzchotki i dodaj wierzchotek (korzen) o wadze u + v
8 Huffman(L)
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Drzewa

Drzewa rozpinajace grafu

Definicja: Drzewo rozpinajace

Drzewo T nazywamy drzewem rozpinajacym (spinajacym) (lub den-
drytem) spéjnego grafu G, jezeli jest podgrafem grafu G(T C G) oraz
zawiera wszystkie jego wierzchotki, czyli Vg = V7.

Jezeli graf G nie jest grafem spéjnym, to zbidér drzew spinajacych kazdej
sktadowej tego grafu, nazywamy lasem rozpinajacym grafu G.
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Drzewa

Drzewa rozpinajace grafu

Twierdzenie
Kazdy graf sp6jny ma drzewo rozpinajace.

Witasnosé

Kazde drzewo rozpinajace T lub las drzew rozpinajacych otrzymujemy z
grafu G przez usuniecie pewnej liczby krawedzi grafu G i pozostawienie
wszystkich jego wierzchotkow.

Definicja: Rzad cyklicznosci

Rzedem cyklicznosci lun liczbg cyklometryczng grafu G nazywamy
liczbe

V(G):m7n+ka

gdzie m to liczba krawedzi, n - liczba wierzchotkéw, k liczba sktadowych
w grafie G. Jest to minimalna liczba krawedzi potrzebnych do usuniecia
aby graf G stat sie drzewem (lasem).
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Drzewa

Zliczanie drzew rozpinajacych

Twierdzenie: Cayley (1889)

n—2

Istnieje n réznych drzew oznakowanych majacych n wierzchotkow.

Graf K, ma n"~2 drzew rozpinajacych.

Twierdzenie: Liczba drzew rozpinajacych

Niech G bedzie spdjnym grafem prostym o n wierzchotkach i niech
M = [mjj] bedzie macierza wymiaru nx n, taka ze mj; = deg(v;), mj = —1
gdy wierzchoftki v; i v; s3 sasiednie, oraz m;; = 0 w przeciwnym razie. Wtedy
liczba drzew spinajacych grafu G jest réwna dopetnieniu algebraicznemu
dowolnego wyrazu macierzy M.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drzewa

Zliczanie drzew rozpinajacych

Rozwazmy graf G

Macierz M ma postaé:

2 -1 0 -1
-1 3 -1 -1
o -1 2 -1
-1 -1 -1 3

Dopetnienie algebraiczne wyrazu mas wynosi:

2 -1 0
(—1)4+4det<l—1 3 —1D:12—(2+2):8
0 -1 2
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Drzewa

Drzewa rozpinajace grafu

1 2 1 2 1

(2 . : ' 2
—e :l
4 3 4 3 - 3
1 2z 1 2 1

> 2
L I—I

4 3 - 3 4 3
3 4 3
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Drzewa

Minimalne drzewo rozpinajace

Dany jest graf spdjny G z wagami. Drzewo rozpinajace grafu G o naj-
mniejszej wadze nazywamy minimalnym drzewem spinajacym (minimal
spanning tree - MST).

@ Waga krawedzi e - przypisana jej liczba nieujemna: w(e).

@ Waga grafu (podgrafu) G - suma wag jego krawedzi:

w(G) = GGZ; w(e).
8 7
4 9
14
4 A
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Drzewa

Algorytm Kruskala

Algorytm Kruskala generowania MST
Dane: Graf spdjny G z wagami.
Szukane: Zbiér krawedzi minimalnego drzewa spinajacego grafu G.
Algorytm:

Krok 1. Tworzymy pusty zbiér krawedzi T oraz liste L wszystkich
krawedzi grafu G uporzadkowanych wedtug rosnacych wag.

Krok 2. Dopdki w T nie ma wszystkich wierzchotkéw grafu G, wy-
bieramy z listy L krawedzZ e; (pierwsza jeszcz nie wybrana),
jesli nie tworzy ona cyklu z krawedziami juz obecnymi w T
to dodajemy ja do zbioru T.
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Drzewa

Algorytm Kruskala

Twierdzenie
Algorytm Kruskala daje w wyniku minimalne drzewo spinajace.

@ Algorytm Kruskala dziata poprawnie nawet gdy graf G ma petle i kra-
wedzie wielokrotne. Petle pomija, a z krawedzi wielokrotnych wybiera
tylko ta o najmniejszej wadze.

@ Algorytm Kruskala zastosowany do grafu niespéjnego daje w wyniku
las spinajacy ztozony z minimalnych drzew spinajacych poszczegdl-
nych sktadowych grafu.

A\
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Algorytm Kruskala: Przykfad
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Drzewa

Algorytm Prima

Algorytm Prima generowania MST
Dane: Graf spdjny G z wagami.
Szukane: Zbiér krawedzi minimalnego drzewa spinajacego grafu G.
Algorytm:
Krok 1. Wybieramy w grafie dowolny wierzchotek startowy.

Krok 2. Dopéki drzewo T nie ma wszystkich wierzchotkéw grafu G,
znajdujemy krawedZ o najnizszej wadze sposréd wszystkich
krawedzi prowadzacych od wybranych juz wczesniej wierz-
chotkéw do wierzchotkéw jeszcze nie wybranych. Znaleziong
krawedZ dodajemy do drzewa spinajacego T.
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Drzewa

Algorytm Prima

Twierdzenie

Algorytm Prima daje w wyniku minimalne drzewo spinajace.

@ Algorytm Kruskala i Prima wybieraja krawedzie w réznej kolejnosci,
lecz wynik koficowy jest taki sam (waga minimalnego drzewa spina-
jacego, niekoniecznie samo drzewo).

@ W algorytm Prima kolejnos¢ wyboru krawedzi zalezy od wyboru wierz-
chotka startowego.
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Drzewa

Algorytm Prima: Przyktfad

8 7 8 7
4 > 9 4 9
2 14 2 14
11 11
7 4 7 4
6 10 6 /10
8 8
1 2 1 2
8 7 8 7
4 9 4 9
ul 2 ) 14 u 2 \
6 10 6 10
8 8
1 2 1 2
8 7 . 8 7 .
4 4
f 2 14 f 2 14
7 4 7 4
6 Ao 6 %0
8 8
1 2 1 2
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Drzewa binarne

Drzewa binarne

Definicja: Drzewo binarne

Drzewem binarnym nazywamy drzewo z wyréznionym korzeniem, ktére
posiada wierzchotki stopnia co najwyzej trzeciego (w ktérym kazdy wezet
ma co najwyzej dwoch synéw (lewy syn, prawy syn) lub w ogdle nie ma
synéw).

Definicja: Regularne drzewo binarne

Regularnym drzewem binarnym nazywamy nie puste drzewo binarne,
ktérego kazdy wezet ma doktadnie dwéch syndw.
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Drzewa binarne

Drzewa binarne

Definicja: Poziom wierzchotka

Moéwimy, ze wierzchotek v w drzewie binarnym jest na poziomie /, jezeli v jest
w odlegtosci | od korzenia (zaktadamy, ze korzen jest na poziomie 0). Jest to
dtugos$é¢ jedynej drogi prostej z korzenia do wierzchotka v.

Definicja: Wysokos¢ drzewa

| \

Maksymalny poziom /.« wierzchotka w drzewie binarnym nazywamy wysokoscig
drzewa.

v

poziom zerowy
poziom pierwszy
poziom drugi
poziom trzeci

poziom czwarty
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Drzewa binarne

Drzewa binarne

Definicja: Petne drzewo binarne

Petnym drzewem binarnym nazywamy regularne drzewo binarne, w
ktérym wszystkie liScie maja ten sam numer poziomu, réwny wysokosci

drzewa.
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Drzewa binarne

Drzewa binarne

Twierdzenie

Liczba wierzchotkéw w regularnym drzewie binarnym jest zawsze nieparzysta.

Twierdzenie

n+1
5 -

Liczba lisci w regularnym drzewie binarnym o n wierzchotkach wynosi

Twierdzenie

Maksymalna liczba wierzchotkéw w drzewie binarnym o k poziomach wynosi
Npax = 20+ 21 4 .. 42K =2k 1,

Nmax =2° 422 42242 =1424+44+8=15
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Drzewa binarne

Przeszukiwanie drzewa binarnego w gtab

Algorytm przeszukiwania drzewa jest to algorytm, ktéry wypisuje (odwie-
dza) wszystkie wierzchotki skoficzonego, uporzadkowanego drzewa z wy-
réznionym korzeniem. Istnieja trzy najbardziej popularne algorytmy, wedtug
ktorych realizowane jest odwiedzanie kolejnych poddrzew i w konsekwencji
weztéw drzewa. S3 to:

@ przechodzenie w porzadku INORDER, nazywane inaczej porzadkiem
wrostkowym,

@ przechodzenie w porzadku PREORDER, nazywane inaczej porzad-
kiem przedrostkowym,

@ przechodzenie w porzagdku POSTORDER, nazywany inaczej porzad-
kiem przyrostkowym.

We wszystkich tych algorytmach zaktada sie , ze najpierw odwiedzane jest
lewe poddrzewo korzenia, a nastepnie prawe.
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Drzewa binarne

Algorytm przeszukiwania INORDER

Algorytm INORDER (przejscie poprzeczne, (T, A, Tp))
© odwiedz poddrzewo lewe,
@ odwiedz korzen,

© odwiedz poddrzewo prawe.

N __@
@ ® ® /| @
¢ ® 6 @ 9/\@® Q ®

000 ® 006 &
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Drzewa binarne

Algorytm przeszukiwania PREORDER

Algorytm PREORDER (przejscie wzdtuzne, (X, Ty, Tp))
@ odwiedz korzen,
@ odwiedz poddrzewo lewe,

© odwiedz poddrzewo prawe.

PN @
@ @ O @ — pre-order — @ . @ | .

o[y ¢
TY I 0o &
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Drzewa binarne

Algorytm przeszukiwania POSTORDER

Algorytm PREORDER (przejécie wsteczne, (T, Tp, A))
© odwiedz poddrzewo lewe,
@ odwiedz poddrzewo prawe,

© odwiedZ korzen.

@ @ O b — post-order — @ @ Q O

0o @ OO ®
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Drzewa binarne

Przeszukiwanie drzewa z uzyciem stosu lub kolejki

@ Lista - uporzadkowany ciag elementéw.
@ Koleja - lista z trzema operacjami:

e Dodawanie nowego elementu na koniec kolejki.
e Zdejmowanie pierwszego elementu z poczatku kolejki.
e Sprawdzanie, czy kolejka jest pusta.

Taki spos6b dodawania i odejmowanie elementéw jest okreslany FIFO
(ang. First in first out, pierwszy, ktéry wszedt pierwszy wyjdzie).

@ Stos - lista z trzema operacjami:

e Dodawanie elementu na wierzch stosu.
e Zdejmowanie elementu z wierzchu stosu.
e Sprawdzanie, czy stos jest pusty.

Sposéb ten okredlany jest jako LIFO (ang. Last in first out, ostatni,
ktéry wszedt, pierwszy wyjdzie).
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Drzewa binarne

Przeszukiwanie drzewa w gfab (z uzyciem stosu)

Przeszukiwanie drzewa w gtab z uzyciem stosu:
© Odwiedzamy korzen A i wktadamy go na stos.

@ Dopéki stos nie jest pusty powtarzamy (v- wierzchotek na wierzchu
stosu)

e Sprawdzamy, czy istnieje syn u wierzchotka v, ktéry nie byt
odwiedzony:
o Jedli takie u znajdziemy, to odwiedzamy u i wktadamy go
na wierzch stosu.
o Jedli takie u nie znajdziemy, to zdejmujemy v ze stosu.

Dodatkowo algorytm ten powinien zapamietywal, jaki wierzchotek byt
zdjety ze stosu. Utatwia to stwierdzenie, ktéry z synéw wierzchotka znaj-
dujacego sie na stosie pod spodem nalezy rozpatrzy¢.
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Drzewa binarne

Przyktad

A A 10

A1,10

0 20 1 A1
/ \ 00 1,0,00 11 AL11
0 1 0 20 110 A1,11,110
01 20,01 11 A1
00 01 10 11 0 20 111 A1,11,111
A A 11 A1
110 111 1 Al 1 Al

Tabela pokazuje, jaki wierzchotek jest odwiedzany i jaka jest zawartosé
stosu po kazdej iteracji.

W metodzie tej po kazdym kroku algorytmu wierzchotki znajdujace sie na
stosie tworzg Sciezke od wierzchotka wejsciowego do wierzchotka aktualnie
odwiedzanego.
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Drzewa binarne

Przeszukiwanie drzewa wszerz (z uzyciem kolejki)

Przeszukiwanie drzewa w gtab z uzyciem kolejki:
© Odwiedzamy korzen A i wktadamy go do kolejki.
@ Dopdki kolejka nie jest pusta, powtarzamy:

o Bierzemy jeden wierzchotek v z poczatku kolejki.
e Odwiedzamy wszystkich synéw wierzchotka v.
o Kazdego wktadamy na koniec kolejki.

W metodzie przeszukiwania wszerz wierzchotki sa przeszukiwane w kolej-
nosci od wierzchotkdédw bedacych najblizej wierzchotka poczatkowego do
wierzchotkéw bedacych dalej
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Drzewa binarne

Przyktad

A A

?\ 0,1 0,1
/ \ 00,01 1,00,01
10,11 00,01,10,11
- 01,10,11
/\ /\ - 10,11
- 11
110,111 110,111
- 111

110 111

Tabela ukazuje odpowiednie wierzchotki i zawartosci kolejki po kazdej ite-
racji algorytmu dla drzewa z rysunku.
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Drzewa binarne

Przyktad

Skonstruuj drzewo binarne z elementéw zbioru {7,5,9,2,4,6,1}

© Konstrukcje drzewa binarnego rozpoczynamy od korzenia, ktéry jest
pierwszym elementem zbioru, czyli liczba 7.

@ Do korzenia dotaczamy dwa wezty potomne, ktére leza obok w zbio-
rze. S3 to dwa kolejne elementy, 5 i 9.

© Do lewego wezta potomnego 5 dotagczamy jego wezty potomne. Sa
to kolejne liczby w zbiorze, czyli 2 i 4.

© Pozostaje nam dotaczy¢ do prawego wezta ostatnie dwa elementy
zbioru, czyli liczby 6 i 1. Drzewo jest kompletne.

oo D=2
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Drzewa BST

Drzewo BST

Drzewo BST

Ciag liczb lub plikéw moze by¢ zorganizowany w specjalny rodzaj drzewa z
wyréznionym korzeniem, jest to drzewo poszukiwan binarnych - BST.
Jest to drzewo binarne, w ktérym kazdy wezet ma przyporzadkowana jedna
warto$¢, przy czym: wartos$¢ przechowywana w wezle jest wieksza od warto-
$ci przechowywanej w lewym synu i mniejsza od wartosci przechowywane;j
W prawym synu.

@ Przechodzac drzewo BST metoda INORDER uzyskuje si¢ ciag
wartosci posortowanych rosnaco.

@ Aby znalezé wezet drzewa, w ktérym jest wartos¢ x, pordwnujemy x
z wartoscig k w korzeniu i w zaleznosci od wyniku poréwnania:

e x = k — konczymy poszukiwania,
o x < k —szukamy w lewym poddrzewie,
e x > k —szukamy w prawym poddrzewie.
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Drzewa BST

Przyktad

Fiolek

Adamek Czech Efir Len’ Rostek

W celu znalezienia rekordu klienta Rostek postepujemy nastepujaco:
@ Poréwnujemy nazwisko Rostek z nazwiskiem z korzenia, Fiotek. Rostek w po-
rzadku alfabetycznym znajduje sie pdzniej, wiec wybieramy prawa gataz.
@ Szukane nazwisko poréwnujemy z nazwiskiem Taranek. Rostek jest wczesniej w
porzadku alfabetycznym, wybieramy gataz lewa.
@ Poréwnujemy nazwisko Rostek z Rosieniem. Szukane nazwisko wystepuje pdzniej
w porzadku alfabetycznym wybieramy prawa gataz.
@ DotarliSmy do szukanego wierzchotka, koriczymy poszukiwania.
Opisana procedura jest skuteczna, poniewaz z kazdego wierzchotka wychodza co
najwyzej dwie krawedzie w dét, wiec wystarczy tylko kilka poréwnan by znalez¢
wiasdciwy adres, nawet jesli liczba rekordéw jest duza.
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Drzewa BST

Przyktad

Skonstruuj drzewo binarne BST dla ciagu wartosci {23,12,35,13,16,7}:

© Konstrukcje drzewa binarnego rozpoczynamy od korzenia, ktéry jest
pierwszym elementem zbioru, czyli liczba 23.

@ Do korzenia dotaczamy dwa wezty potomne, ktére lezg obok w zbio-
rze. S to dwa kolejne elementy, 12 i 35.Ich rozmieszczenie nie jest
przypadkowe, mniejsza warto$¢-12 umieszczamy po lewej stronie, na-
tomiast 35 po stronie prawe;.

© Kolejna liczba z listy jest 13. Warto$¢ ta jest mniejsza od 23 i wieksza
od 12 dlatego zostaje prawym potomkiem 12.

@ Liczba 16 jest mniejsza od 23, wieksza od 12 i od 13 dlatego umiesz-
czamy ja na pozycji potomka prawego 13.

@ Pozostata liczba 7 zostaje lewym potomkiem liczby 12, jako ze jest
mniejsza od 23 i 12.
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Drzewa BST

Przyktad

Skonstruuj drzewo binarne BST dla ciggu wartosci {23,12,35,13,16,7}:
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Drzewa BST

Drzewo wyrazen algebraicznych

Drzewo wyrazen arytmetycznych:
@ Jest to przyktad zastosowania drzew binarnych.
@ W drzewie tym kazdy wierzchotek ma etykiete.
@ Liscie etykietowane s3 statymi badz zmiennymi.

@ Wierzchotki niebedace lis¢mi etykietowane s operacjami arytmetycz-
nymi.
@ Kazdemu wierzchotkowi w drzewie mozna przypisa¢ wyrazenie aryt-
metyczne wedtug zasady:
o Dla lisci wyrazeniami s3 etykiety tych lisci(state lub zmienne)
o Jezeli wierzchotek v ma etykiete @, a jego synom przypisano

wyrazenie W (vp) i W(vy), to wierzchotkowi v przypisujemy wy-
razenie W(v) = (W(w) ® W(w)).
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Drzewa BST

Drzewo wyrazen algebraicznych

Drzewo wyrazenia
4*a+3/b

4 a 3 b

o INORDER: 4xa+3/b
@ PREORDER: + x4a/3b (Notacja Polska)
@ POSTORDER: 4ax*3b/+ (Odwrotna Notacja Polska)

Zapis w notacji polskiej i odwrotnej polskiej nie wymaga nawiaséw.
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Drzewa BST

Drzewo wyrazen algebraicznych

4 TensorFlow

Google T Flow

e  Originally developed by the Google
Brain Team within Google's Machine | Cus Co
Intelligence research organization

A 7
| .ETT] 1)215

e TensorFlow provides primitives for Al Gz dis

defining functions on tensors and

automatically computing their Al A A,

derivatives.

& aIJI a],f! aliﬁ’

e  Anopen source software library for

numerical computation using data
flow graphs
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Drzewa BST

Drzewo wyrazen algebraicznych

4" Data Flow Graph

e Computations are represented as graphs:
e Nodes are the operations (ops)

e Edges are the Tensors TR
(multidimensional arrays)

(ReLU )
e Typical program consists of 2 phases:
e construction phase: assembling a (Add )
graph (model) @‘
e execution phase: m
pushing data through the graph @{ b
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