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Sieci przeptywowe

Sieci przeptywowe

Definicja: Sie¢ przeptywowa

Siecia przeptywowa (G, s, t, c) nazywamy graf skierowany G = (V, E),
w ktérym s3 wyréznione wierzchotki: zrédfo s € V i ujscie t € V
oraz z kazda krawedzia zwigzana jest funkcja przepustowosci
c: VxV—RTU{0} taka, ze

[ w0 da(uy)cE

W sieci przeptywowej zakfada sie tez, ze kazdy wierzchotek u lezy na pew-
nej drodze od zrédfa s do ujscia t.

S~ u-~t
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Sieci przeptywowe

Przeptyw

Definicja: Przeptyw

Przeptywem w sieci (G, s, t, c¢) nazywamy funkcje f: V x V — R spet-
niajaca warunki:

© dla u,v € V zachodzi
f(u,v) < c(u,v)
(warunek ograniczenia przepustowosci)
@ dla u,v € V zachodzi
f(u,v) =—f(v,u)
(warunek skosnej symetrii)

© dla kazdego u € V' \ {s, t} zachodzi

> f(u,v) =0

vev

(warunek zachowania przeptywu)
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Sieci przeptywowe

Przyktad

12/12

11/14

c(s,a)=16, c(a, s)=0, cla,b)=10, c(b,a)=4 c(s,c)=clec,s)=0,
fl(s,a)=11, fla,s)=—11, flab)=—1, f(b,a)=1, f(s,e)=f(ec s)=0
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Sieci przeptywowe

Wartosc przeptywu

O wartosci f(u, v) méwimy, ze jest to wielko$¢ przeptywu z u do v. J

Definicja: Wartos¢ przeptywu

Wartos¢ przeptywu f, oznaczamy |f| i definiujemy jako sumaryczng wiel-
kos¢ przeptywu wyptywajacego ze zrédta s wszystkimi krawedziami, tzn.

1= f(s,u).

ueV

u 19/19 z

20/ 20 17/ 17

X 21722 ¥

|f] =38
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Sieci przeptywowe

Przeptywy w sieciach

Wtasnosé

Niech f bedzie przeptywem w sieci (G, s, t, ¢) wtedy
Q f(v,v) =0 dla kazdego v € V,

@ dla dowolnych wierzchotkéw u, v € V takich, ze (u,v), (v,u) & E
mamy f(u,v) = f(v,u) =0,

© dla dowolnego wierzchotka u € V' \ {s, t}, mamy

Z f(u,v)=— Z f(u,v).

veV: f(u,v)>0 veV: f(u,v)<0
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Sieci przeptywowe

Przeptywy w sieciach

Oznaczenie

Przyjmijmy nastepujaca notacje sumacyjng, w ktérej argument funkgji
f: X — Y moze by¢ podzbiorem A dziedziny X. W takim wypadku przyj-
mujemy, ze wartoscig funkcji f jest suma jej wartosci dla zbioru A, tzn.

f(X,Y)= ZZ (x,¥)-

xeXyeY

Uzywajac tej notacji, mozemy zapisa¢ warunek zachowania przeptywu dla
wierzchotka v jako f(v, V) = 0.
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Sieci przeptywowe

Przeptywy w sieciach

Wtasnosé

Niech f bedzie przeptywem w sieci (G, s, t, c) wtedy
@ dla dowolnego X C V mamy (X, X) =0,

@ dla dowolnych X, Y C V mamy f(X,Y) = —f(Y, X),

© dla dowolnych X, Y, Z C V, mamy
f(XUY,Z2)=Ff(X,2)+f(Y,Z2)-f(XNY,2)
oraz

F(X,YUZ)=Ff(X,Y)+f(X,Z) - f(X,YN2Z),
Q |f| = f(s, V) = f(V,1).
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Sieci przeptywowe

Przyktad

(x,y) |22 | 21
(v.t) |22 |21
x 2122 Yy (z,t) | 17 | 17

c | f f

(s,u) [ 20 | 20 | (u,s) | -20
(s,x) | 18 | 18 | (x.,s) | -18
(u,z) | 19 [ 19 | (z,u) | -19
(ux) |15 | 1 | (eyu) | -1
(z,x) |16 | 2 | (

(

(

(

N

x
N
— = = | ==
1
28]

bl Bl s

Y fzv) = fz.t) + f(z,u) + flz.x) = 17 -194+2 = 0

veV
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Sieci przeptywowe

Problem maksymalnego przeptywu

Problem maksymalnego przeptywu

Dla danej sieci (G, s, t, c) znalez¢ taki przeptyw f, ktérego wartos¢ bedzie
maksymalna.

fl = f(s,u) — max.

ucV

Taki przeptyw nazywamy maksymalnym przeptywem w sieci (G, s, t, ¢).

Definicja

Niech (G, s, t, c) bedzie siecia, f przeptywem w tej sieci. Przepustowoscia
residualng pary wierzchotkéw (u, v) sieci (G, s, t, c) nazywamy liczbe

cr(u,v) = c(u, v) — f(u,v).
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Sieci przeptywowe

Problem maksymalnego przeptywu

Definicja: Sie¢ residualna

Siecia residualna dla sieci (G, s, t,c) indukowang przez przeptyw f
nazywamy sie¢ (Gy, s, t, cr), w ktérej Gr = (V/, Ef), przy czym

Er ={(u,v) € V x V: ¢(u,v) > 0}.

Krawedzie sieci residualnej nazywamy krawedziami residualnymi.

Sie¢ residualna jest siecia przeptywowa. J

Definicja: Sciezka powiekszajaca

Dla danej sieci (G, s, t,c) i przeptywu f Sciezka powiekszajaca p nazy-
wamy kazdg Sciezke ze Zrédta s do ujscia t w sieci residualnej (Gy, s, t, ¢f)
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Sieci przeptywowe

Przyktad

Ponizej przedstawiona jest sie¢ z przeptywem f oraz siec residualna indukowana
przez f.

12712

11714

Przepustowo$¢ residualna krawedzi pokazuje o ile mozna zwiekszy¢ przeptyw
przez te krawedz w sieci oryginalnej lub o ile mozna zmniejszyé przeptyw przez
krawedz przeciwng. Przyktadowo:

@ cr(s,a) =5 - w sieci oryginalnej mozna zwigkszy¢ przeptyw przez (s, a) o 5,
@ cr(a,s) = 11 - w sieci oryginalnej mozna zmniejszy¢ przeptyw przez (s,a) o 11,

@ c¢r(a, b) = 11 - w sieci oryginalnej mozna zwigkszy¢ przeptyw przez (a, b) o 10
oraz zmniejszy¢ przeptyw przez (b, a) o 1.
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Sieci przeptywowe

Problem maksymalnego przeptywu

Twierdzenie

Jezeli f jest przeptywem w sieci (G, s, t, c), za$ f’' przeptywem w sieé residualnej
(Gr, s, t, cf), to funkcja f + f' jest przeptywem w sieci (G, s, t, c) oraz |[f + f'| =
|fI+1f].

N

Twierdzenie

Jezeli f jest przeptywem w sieci (G, s, t,c), oraz p jest Sciezka powiekszajaca,
to funkcja f + P jest przeptywem w sieci (G, s, t, c) takim, ze |f + fP| > |f].

O przeptywie f + fP méwimy, ze jest to przeptyw powiekszony wzdtuz $ciezki p.
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Sieci przeptywowe

Metoda Forda-Fulkersona

Poprzednie twierdzenie jest podstawa dziatania metody Forda-Fulkersona,
pierwszego opisanego sposobu szukania maksymalnego przeptywu.

Ford-Fulkerson(N)

f:==0

while istnieje sciezka powiekszajaca w Ny do
p .= &ciezka powiekszajaca
fe=ft

Jimae = f

gdzie N to sie¢ oryginalna, a Nr to sie¢ residualna indukowana przez f.

Twierdzenie

Jezeli przepustowos¢ w sieci (G, s, t, ¢) przyjmuje tylko wartosci wymierne,
to wynikiem dziatania procedury Ford-Fulkerson jest przeptyw maksymalny.
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Sieci przeptywowe

Przeptyw przez przekroj

Definicja: Przekroj

Niech (G, s, t, ¢) bedzie siecig przeptywowa. Dowolna pare zbioréw (A, B)
takich,ze AC V,B=V \ A ;s€ Ait e B nazywamy przekrojem w tej
sieci. Przepustowoscia przekroju (A, B) nazywamy liczbe c(A, B).

Definicja: Przekréj minimalny

Przekrojem minimalnym nazywamy przekrdj o najmniejszej przepustowo-
Sci. Poniewaz liczna wszystkich przekrojéw jest skonczona, wiec przekrdj
minimalny zawsze istnieje.

Definicja: Przeptyw przez przekrdj

Jezeli f jest przeptywem w (G, s, t, ¢), to liczbe f(A, B) nazywamy prze-
ptywem przez przekrdj (A B).
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Sieci przeptywowe

Przeptyw przez przekroj

Dla dowolnego przeptywu f i dowolnego przekroju (A, B) zachodzi

|f| = f(A, B) < c(A, B).

v

Twierdzenie

Niech f bedzie przeptywem w sieci (G,s,t,c). Nastepujace warunki s3
réwnowazne:

© Przeptyw f jest maksymalny.

@ Siec residualna (G, s, t, cr) nie zawiera Sciezek powiekszajacych.

© Istnieje przekrdj (A, B) taki, ze |f| = ¢(A, B).

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Sieci przeptywowe

Twierdzenie minimaksowe

Twierdzenie: O maksymalnym przeptywie i minimalnym przekroju

Warto$¢ maksymalnego przeptywu w sieci przeptywowej jest réwna prze-
pustowosci minimalnego przekroju w tej sieci.

Rozwazny sie¢:

12

14
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Sieci przeptywowe

Przyktad

Znalezlismy przeptyw f generujacy nastepujaca sie¢ residualna:

11/14

Zauwazmy, ze w sieci residualnej nie istnieje Sciezka powiekszajaca, wiec f
jest przeptywem minimalnym.
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Sieci przeptywowe

Przyktad

Wyznaczmy teraz przekréj minimalny, wystarczy przyjac jako zbiér A wszyst-
kie wierzchotki osiaggalne ze Zrédta w sieci residualnej. May wiec

A={s,ab,d}, B={c,t}.

Poniewaz c(A, B) = 12+ 7+ 4 = 23 = |f|, wigc na podstawie twierdzenia
przekréj (A, B) jest przekrojem minimalnym.
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Sieci przeptywowe

Sieci przeptywowe z wieloma zrédtami i ujSciami

Problem szukania maksymalnego przeptywu w sieciach przeptywowych z
wieloma Zrédtami i ujSciami mozna sprowadzi¢ do szukania maksymalnego
przeptywu w pewnej sieci z jednym zrédtem i jednym ujSciem. Sie¢ taka
tworzymy poprzez dodanie wierzchotka sy zwanego superzréodtem, wierz-
chotka tp zwanego superuj$ciem oraz krawedzi taczacych superzrédio ze
zrédtami i krawedzi taczacych ujscia z superujscniem.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Drzewo najkrétszych Sciezek

Definicja
Niech G = (V, E) bedzie digrafem z wagami, za$ s ustalonym wierz-

chotkiem w G. Drzewem najkrétszych Sciezek o korzeniu s nazywamy
podgraf Gy = (Vo, Eo) digrafu G taki, ze

@ V) sktada sie ze wszystkich wierzchotkéw osiggalnych z s.
@ Gy jest drzewem skierowanym z korzeniem s.

@ Dla dowolnego wierzchotka a € Vj, jedyna Sciezka z s do a w Gy
jest najkrotsza Sciezkg z s do a w G.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Przyktad

Rozwazmy wazony graf skierowany:

Wagi najkrétszych $ciezek z wierzchotka s wynosza: m(s,s) = 0, m(s,a) = 3,
m(s,b) =9, m(s,c) =5, m(s,d) = 11. Drzewami najkrétszych Sciezek s3 np.

a(3) 6 b9 a(3) b(9)
3 3
5(0) 5(0) 4
7 2
I
c(3) & (1l o(3) drll)
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Algorytmy

@ Oméwimy dwa algorytmy rozwigzujace problem najkrétszych Sciezek
z jednym zrédfem w prostym digrafie z wagami: algorytm Dijkstry
i algorytm Bellmana-Forda.

@ Istota dziatania obu algorytméw jest podobna. Dla ustalonego
wierzchotka s, buduja one dwa wektory p = [p(u)]uev i
d = [d(u)]uev-

@ Pierwszy jest wektorem poprzednikow drzewa najkrétszych $ciezek o
korzeniu s. Jego znajomo$¢ pozwala na wyznaczenie najkrétszych
Sciezek z s do pozostatych wierzchotkéw.

@ Drugi wektor przechowuje wagi najkrétszych Sciezek o poczatku s.

@ Wektory s3 stopniowo poprawiane w trakcie analizy kolejnych
fragmentéw grafu.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Initializacja

@ Na poczatku jedyng znang nam najkrétsza Sciezka jest Sciezka try-
wialna z s do s. Zatem przyjmujemy d(s) = 0 i p(s) = 0 (s nie ma
na tej Sciezce poprzednika). Dla pozostatych wierzchotkéw najkrét-
sze Sciezki nie s3 znane. Przyjmujemy wiec p(u) = 0 i d(u) = oo dla

u#s.
@ Ustawienie warto$ci poczatkowych jest realizowane prze procedure
Init:
Init(G,s)
for kazdy u € Vi do
d(u) := oo

p(u) =
d(s) =0

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Relaksacja

@ Po zainicjowaniu algorytmy rozpoczynaja poprawianie wektoréw p i d.

@ Polega to na badaniu kolejnych krawedzi i sprawdzaniu czy uwzgled-
nienie badanej krawedzi nie zmniejszy wagi ktérej$ ze znalezionych
do tej pory najkrétszych Sciezek.

@ Operacja ta nazywana jest relaksacja i realizowana jest przez proce-
dure Relax:

Relax(a, b)

if d(a) + w(a, b) < d(b) then
d(b) :=d(a) + w(a, b)
p(b) :=a

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Algorytm Dijkstry

Niech (G, w) bedzie prostym grafem skierowanym z wagami, s dowolnym wierz-
chotkiem G. Algorytm Dijkstry wykorzystuje zmienng Vo, w ktérej pamietany
jest zbidr przetworzonych wierzchotkéw czyli takich, dla ktérych znalezlismy rze-
czywiste najkrétsze Sciezki:
Dijkstra(G,w,s)
Init(G,s)
V() = @
while Vj # V do
znajdz a € V' \ Vy o minimalnej etykiecie d(a)
\/0 = Vo @] {a}
for kazdy wierzchotek b € V'\ V; do
if (a, b) € E then Relax(a, b)

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Algorytm Dijkstry

Twierdzenie

Niech (G, w) bedzie prostym grafem skierowanym z wagami oraz s wierz-
chotkiem G. Wynikiem dziatania procedury Dijkstra sa wektory d, p ta-
kie, ze
Q d(a) = m(s,a) dla a € V, czyli d sktada sie z wag najkrétszych
Sciezek o poczatku s.

@ Wektor p jest wektorem poprzednikéw w G.

© G, jest drzewem najkrétszych Sciezek o korzeniu s.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Algorytm Dijkstry - Przyktad

ol 0 1| 2| 3| 4] 5
D du] 0 @ @ e e e
plu -1 -1-1-11-1 -1
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Algorytm Dijkstry - Przyktad

u 001 2 34 5
diu] 03 = =3 =
plu] -1 0-1-1 0-1

o 0 1 3| 4 5
du] 0 3 4 = 3=
plu]-1 0 1-10-1
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Algorytm Dijkstry - Przyktad

Adam Marszatek

ul 01
du] 0 3
plul-1 0

u 01
diu] 0 3
plul-1 0
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Algorytm Dijkstry - Przyktad

Adam Marszatek
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Algorytm Bellmana-Forda

Niech (G, w) bedzie prostym grafem skierowanym z wagami, s dowolnym wierz-
chotkiem G oraz niech n oznacza ilo$¢ wierzchotkéw tego grafu. Algorytm Bellmana-
Forda polega na wykonaniu n — 1 relaksacji wszystkich krawedzi grafu:

Bellman-Ford(G, w,s)
Init(G,s)
fori:=1ton—1do
for kazda krawedz (a, b) € E do
Relax(a, b)

Twierdzenie

Wynikiem dziatania procedury Bellman-Ford s3 wektory d, p takie, ze

@ d(a) = m(s,a) dla a € V, czyli d sktada sie z wag najkrétszych Sciezek
o poczatku s.

@ Wektor p jest wektorem poprzednikéw w G.

© G, jest drzewem najkrétszych $ciezek o korzeniu s.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Algorytm Bellmana-Forda - Przyktfad

i (01 2|3|4|5
dli] 0= = = e« o
Pl -1 -1 -1 -1 -1 -1

dl] 05 e e oale
plil-10-1-1-1-1
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Algorytm Bellmana-Forda - Przyktfad

i|012[3 4 5
di] 0|5 =8 14 =
pll-10-11 1 1

i |0|1/2 3|4 &
dil 0513 8111 9
plil-10 4 13 4
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Algorytm Bellmana-Forda - Przyktfad

i 01/2 (3 4 8
dlil 0 510 8116
plil-104 134

= ] 213(4(5

10

(2) ( | dlil 0 5108116
plil-10 413 4

_1'1

@ - '@)
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Drzewa najkrétszych Sciezek

Djikstra vs Bellman-Ford

@ Algorytm Djikstry mozna stosowaé tylko przy zatozeniu ze wagi w
grafie sa nieujemne.

@ Algorytm Djikstry jest szybszy niz algorytm Bellmana-Forda.
@ Ztozono$¢ obliczeniowa algorytmi Bellmana-Forda: O(|V/| - |E|).

@ Ztozonoé¢ obliczeniowa algorytmu Djikstry: O(]V/|?). Jezeli stosujemy
go do graféw wystarczajaco rzadkich, to przy odpowiedniej implemen-
2
tacji mozna uzyskaé O(%)

@ Algorytm Bellmana-Forda mozna stosowaé réwniez do graféw z wa-
gami ujemnymi (o ile nie istnieje w nim cykl ujemny).
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