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Kolorowanie wierzchotkéw

Kolorowanie wierzchotkow

Definicja: Graf k-kolorowalny

Graf G = (V,E) bez petli jest grafem k-kolorowalnym, jesli kazdemu
wierzchotkowi mozemy przypisa¢ jeden z k koloréw w taki sposob, by s3-
siednie wierzchotki miaty rézne kolory.

Definicja: Graf k-chromatyczny

Jedli graf G jest k-kolorowalny, ale nie jest (k —1)-kolorowalny, to méwimy,
ze jest on k-chromatyczny.

Definicja: Liczba chromatyczna

Najmniejsza liczbe k réwnych koloréw potrzebnych do pokolorowania
wierzchotkéw grafy G nazywamy liczba chromatyczng tego grafu i ozna-
czamy przez x(G).
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Kolorowanie wierzchotkéw

Kolorowanie wierzchotkow

Uwagi ogdlne:

@ Zagadnienie kolorowania graféw rozwazamy tylko dla graféw
spéjnych.

@ Istnienie krawedzi réwnolegtych w grafie G nie ma znaczenia
przy kolorowaniu jego wierzchotkéw.

@ Wierzchotki z petlami nie moga by¢ w ogdle kolorowane.

Problem kolorowania wierzchotkéw graféw rozpatrujemy tylko dla
prostych graféw spdjnych.
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Kolorowanie wierzchotkéw

Liczby chromatyczne pewnych klas graféow

Twierdzenie

Dla grafu petnego K, mamy x(K,) = n.

Twierdzenie

Jezeli graf jest grafem cyklicznym C,, to
| 2dla n parzystego,
X(Gn) = { 3 dla n nieparzystego,
co mozemy zapisa¢ inaczej x(Gir1) =3, x(Gi) =2dlaie {1,2,...}.

AT

a) x(Ka) =4 x(G) =3 x(Ce) =2
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Kolorowanie wierzchotkéw

Liczby chromatyczne pewnych klas graféow

Twierdzenie

@ X(G) =1 jezeli G jest grafem pustym (bez krawedzi).

@ X(G) =2 jezeli G jest grafem dwudzielnym, w szczegdlnosci kazde
drzewo jest 2-chromatyczne.

x(G) =1 X(K32) =2 o(T) =2
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Kolorowanie wierzchotkéw

Kolorowanie wierzchotkow.

Algorytm zachtanny kolorowania wierzchotkéw grafu:

Dane: graf prosty G, o n wierzchotkach, ktdrego wierzchotki sa
ponumerowane {vi, va, ..., vn }, kolory numerujemy od 1 do n
Wynik: pokolorowany graf G

ZAKG(G)

1 przypisz kolor 1 do wierzchotka vi

2 for k+«2ton

3 do

4 dla wierzchotka v uzyj pierwszego dostepnego koloru,

5 ktory nie byt wykorzystany do pokolorowania wierzchotka sasiedniego
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Kolorowanie wierzchotkéw

Kolorowanie wierzchotkéw. Przyktad

Proces kolorowania rozpoczynamy od wierzchotka vj.

vy Vy v, 1 2 1
m
Vg V3 Ve 2 1 2
vy vy Vs 1 2 3
m
Vg vy v, 1 3 1
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Kolorowanie wierzchotkéw

Oszacowania liczby chromatycznej

Problem wyznaczenia liczby chromatycznej jest NP-trudny. Nie s
znane niezawodne wielomianowe algorytmy wyznaczajace liczbe chro-
matyczna kazdego grafu. Istnieje jednak szereg oszacowan liczby
chromatycznej dla réznych klas graféw.

Twierdzenie

Z definicji liczby x(G) wynika, ze jezeli graf G ma n wierzchotkéw,
to jego liczba chromatyczna jest nie wieksza od n, tzn.

[V|=n= x(G) <n.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna



W.5
0000000e000000

Kolorowanie wierzchotkéw

Oszacowania liczby chromatycznej

Definicja: Klika
Klika grafu G nazywamy kazdy jego podgraf petny.

Twierdzenie

W dowolnym grafie mamy x(G) > w, gdzie w jest rozmiarem (iloscia
wierzchotkéw) najwiekszej kliki grafu G.
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Kolorowanie wierzchotkéw

Oszacowania liczby chromatycznej. Twierdzenie Brooksa

Twierdzenie

Jezeli graf G jest grafem prostym, w kt6érym stopien grafu jest rowny A(G),
to x(G) < A(G) + 1.

Réwnos¢ w relacji powyzej zachodzi tylko w dwéch przypadkach:

@ gdy graf G jest grafem petnym K,(n > 3). Wiadomo wéwczas, ze
A(Kn) = n— 1 oraz x(Ka) = n.

@ gdy graf G jest grafem cyklicznym o nieparzystej liczbie wierzchotkéw.
Wiadomo wéweczas, ze A((Gijt1) = 2 oraz x(Coit1) = 3.

Twierdzenie: Brooks (1914)

Jezeli graf G jest spbjnym grafem prostym, nie bedacym grafem petnym,
i jezeli najwiekszy stopien wierzchotka grafu G wynosi A (gdzie A > 3),
to graf G jest A-kolorowalny (x(G) < A).
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Kolorowanie wierzchotkéw

Oszacowania liczby chromatycznej

Uwaga

Oba poprzednie twierdzenia maja praktyczne zastosowanie wtedy, gdy
wszystkie stopnie wierzchotkéw sa w przyblizeniu takie same. W przy-
padku gdy w grafie wystepuje kilka wierzchotkéw wysokiego stopnia, to
z tych twierdzen otrzymujemy oszacowania bardzo odlegte od faktycznej
liczby chromatycznej. Najlepiej widac to na przyktadzie grafu petnego dwu-
dzielnego K3 s (s dowolnie duze). Z twierdzenia mamy, ze x(K2s) < s+1,
jednak tatwo mozna stwierdzi¢, ze x(Kzs) = 2.

Podzbiér wierzchotkéw S C V grafu G = (V, E), nazywamy niezaleznym,
jezeli zadne dwa wierzchotki tego podzbioru, nie s3 sasiednie. W szczegél-
nosci kazdy podzbiér jednoelementowy zbioru V' oraz zbiér pusty wierz-
chotkéw jest zbiorem niezaleznym grafu G.
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Kolorowanie wierzchotkéw

Oszacowania liczby chromatycznej

Definicja: Liczba niezaleznosci
Liczbe «(G) = max|S;|, gdzie zbiory S; s3 wszystkimi niezaleznymi zbio-
!

rami grafu G, nazywamy liczbg niezaleznosci grafu G. Zbiér S*, dla
ktorego osiagniete jest maksimum, nazywamy maksymalnym zbiorem
niezaleznym.

Si: {2a 5a 778}7 {173’7}’ {2747 8}7 {476}7 {376}7 {1757 7}7 {174}7 {3777 8}7 cee
S* ={2,5,7,8} oraz a(G) = 4.
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Kolorowanie wierzchotkéw

Oszacowania liczby chromatycznej

Wiasnos$é: Oszacowanie od dotu.

Liczbe chromatyczng grafu G mozna oszacowaé nastepujaco:

n

G) > [—].
X( ) = |—OC(G)-|

Va

¥;

x(G) = % =2 Dla grafu K2 : mamy a(G) = s oraz
> x(G) > 2 o S+2. 5+2.
62 x(6) 2 x(G) > i(c) =23 =2
Mozna zauwazy¢, ze x(G) = 3.
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Kolorowanie wierzchotkéw

Kolorowanie wierzchotkéw a zbiory niezalezne

Problem pokolorowania wierzchotkéw grafu G = (V, E) jest réwno-
wazny z podzieleniem zbioru wierzchotkéw V' na k roztacznych pod-
zbioréw niezaleznych, takich ze J%_; V; = V. Wéwczas x(G) = k.

Vi= {1a3}7 Vo = {476}7 V3 = {2,7,7,8}, Vi+Vo+Vz=V.
Graf G jest 3-kolorowalny i x(G) = 3.
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Kolorowanie wierzchotkéw

Kolorowanie wierzchotkow a grafy planarne

Definicja: Graf planarny

Graf G nazywamy grafem planarnym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka
geometryczna reprezentacja tego grafu, na ktérej dowolne dwie krawedzie
moga miec tylko jeden punkt wspélny bedacy wierzchotkiem incydentnym
z tymi krawedziami.

Twierdzenie

Kazdy planarny graf prosty jest 6-kolorowalny.

Twierdzenie

Kazdy planarny graf prosty jest 5-kolorowalny.

Twierdzenie: Appel i Haken (1976)

Kazdy planarny graf prosty jest 4-kolorowalny (tzw. twierdzenie o 4
barwach). Dowd6d z uzyciem komputera. (https://www.youtube.com/
watch?v=0hy-MnnGSdo)
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Kolorowanie map

Kolorowanie map - kolorowanie $cian

Definicja: Mapa

Mapa nazywamy graf planarny 3-spdjny, czyli taki ktdry nie zawiera rozcie¢
majacych 1 lub 2 krawedzie, a w szczegdlnosci nie ma wierzchotkéw stopnia
1 lub 2.
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Kolorowanie map

Kolorowanie map - kolorowanie $cian

Definicja: Mapa k-kolorowalna

Mapa jest k-kolorowalna(f), jesli jej Sciany mozna pokolorowac k kolorami
w taki sposéb, by zadne dwie Sciany ograniczone wspdlna krawedzig nie
byty pokolorowane tym samym kolorem.

Twierdzenie

Mapa G jest 2-kolorowalna(f) wtedy i tylko wtedy, gdy graf G jest grafem
eulerowskim.

Twierdzenie: Dualnos¢

Niech G bedzie grafem planarnym bez petli i niech G* bedzie grafem
geometrycznie dualnym do grafu G. Wéwczas graf G jest k-kolorowalnym
wtedy i tylko wtedy, gdy graf G* jest k-kolorowalnym(f).
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Kolorowanie krawedzi

Kolorowanie krawedzi

Definicja: Graf k-kolorowalny krawedziowo

Graf G = (V,E) jest grafem krawedziowo k-kolorowalnym, jesli jego
krawedzie mozna pokolorowaé k kolorami w taki sposéb, by przylegte kra-
wedzie miaty rézne kolory.

<

Definicja: Indeks chromatyczny

Jesli graf G jest krawedziowo k-kolorowalny ale nie jest krawedziowo
(k — 1)-kolorowalny, to méwimy, ze jego indeks chromatyczny wynosi
k, co oznaczamy X(G) = k.

o) =4 X(G2) =5

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna



W.5
00000

Kolorowanie krawedzi

Indeks chromatyczny graféow petnych

Twierdzenie

Indeks chromatyczny grafu petnego K, wynosi:

n — 1 jezeli n parzyste
(Kn) = n iezeli n ni
jezeli n nieparzyste

A //_./
fj 4 ;-’

V(Ka)=3 X(Ks) =5
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Kolorowanie krawedzi

Indeks chromatyczny graféow cyklicznych

Twierdzenie

Indeks chromatyczny grafu cyklicznego C,, wynosi:

. | 2 jezeli n parzyste
X(Cn) = { 3 jezeli n nieparzyste

X(Cs) =3 X(G) =2
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Kolorowanie krawedzi

Indeks chromatyczny grafow dwudzielnych

Twierdzenie: Konig (1916)

Jezeli w grafie dwudzielnym G najwiekszy stopien wierzchotka jest réwny
A, to jego indeks chromatyczny wynosi

X(Kn,k) =A

A =3 wiec Y(G)=3
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Kolorowanie krawedzi

Oszacowanie indeksu chromatycznego. Twierdzenie Vizinga

Twierdzenie: Vizing (1964)

Jezeli graf G jest grafem prostym, w ktérym najwiekszy stopien wierzchotka
wynosi A, to indeks chromatyczny spetnia nieréwnosé

A <X(Kng) <A +1

G, G,

W kazdym z graféw Gj i G na rysunku najwiekszy stopien wierzchotka
A(Gy) = A(Gyp) = 4, natomiast X(Gy) = 4 a X(Gy) = 5.
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Kolorowanie krawedzi

Przyktad zadania

Pewien serwis techniczny posiada cztery rézne warsztaty {wy, wo, ws, wy }
oraz cztery rézne ekipy specjalistow {ej, e, e3,e4}. Serwis otrzymat do
wykonania siedem réznych napraw w réznych miejscowosciach. Kazda na-
prawa wymaga odpowiedniej ekipy i odpowiedniego warsztatu, co przedsta-
wia graf G na rysunku. W istniejacych warunkach jedna ekipa, wyposazona
w jeden warsztat, moze jednego dnia wykonaé co najwyzej jedng naprawe.
Nalezy opracowac taki plan realizacji napraw w poszczegélnych dniach, aby
liczba niezbednych dni byta minimalna.

1
3
Z
4
pd

w, @ e,
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Skojarzenia

Twierdzenie Halla, wersja matzenska

Problem kojarzenia matzenstw. Rozwazmy skonczony zbiér dziewczat, z kté-
rych kazda zna pewng liczbe chtopcow.

Jakie warunki muszg byc¢ spetnione aby kazda dziewczyna mogta
poslubi¢ ktéregos ze znanych jej chtopcéw? J

Twierdzenie: Hall, wersja matzeniska (1935)

Warunkiem koniecznym i wystarczajagcym na to, by problem kojarzenia
matzenstw miat rozwiazanie, jest by kazda podgrupa k dziewczat znatfa
facznie co najmniej k chtopcédw.
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Skojarzenia

Twierdzenie Halla, wersja grafowa

Skojarzeniem w grafie dwudzielnym G = (V4 U V5, E) nazywamy pod-
zbiér krawedzi grafu G, w ktérym zadne dwie krawedzie nie wychodza
z tego samego wierzchotka.

Definicja
Powiemy, ze wierzchotek v € V; jest skojarzony, jesli istnieje wierzchotek
w € V), taki, ze krawedz {v, w} nalezy do skojarzenia.

Definicja

Petnym skojarzeniem (skojarzeniem catkowitym) ze zbioru V; w zbiér
V, grafu dwudzielnego G = (V4 U V5, E) nazywamy takie skojarzenie,
w ktérym kazdy wierzchotek z V; jest skojarzony.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Skojarzenia

Twierdzenie Halla, wersja grafowa

Niech G = (V4 U V5, E) bedzie grafem dwudzielnym. Wprowadzmy naste-
pujace oznaczenie: Niech dla kazdego podzbioru A zbioru V4 zbidr ¢(A)
bedzie zbiorem tych wierzchotkéw nalezacych do V5, ktére sasiaduja z co
najmniej jednym wierzchotkiem ze zbioru A.

Twierdzenie Halla

Niech G = (V41 U V5, E) bedzie grafem dwudzielnym. Wéwczas istnieje
skojarzenie catkowite z V; do V, wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
podzbioru A zbioru V4 zachodzi nieréwnosé |A| < |p(A)].
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Skojarzenia

Algorytm Halla

Przyktad

Agata zna Janka i Zbyszka

Asia zna Pawta i Janka

Aga zna Janka, Zbyszka, Piotrka i Michata
Amelia zna Pawta, Piotrka, Wojtka i Jurka
Ala zna Janka i Michata

Ania zna Pawtfa i Janka

Algorytm Halla znajdowania mezéw:

Niech B; to zbiér chtopcdw, ktérych zna dziewczyna a;. Dopdki jest to moz-
liwe dobieramy kolejnym dziewczynom ay, as, as, . . . chtopcéw by, by, b, . . .,
przy czym by € By, by € B; \ {bl}, bs € B3 \ {bl, bg} itp.

Jesli uda sie to zrobi¢ dla wszystkich dziewczyn, to algorytm znajdowania
mezéw konczy sie.

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna
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Skojarzenia

Algorytm Halla

Zbyszek

Piotrek
Michat
Wojtek

Jurek
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Skojarzenia

Algorytm Halla

Jezeli jednak dla pewnej dziewczyny a; zbiér znanych jej chtopcéw
Bi\{b1, by, ..., bj_1} jest juz pustym to trzeba zerwal przynajmniej jedne
zareczyny. W tym celu urzadzamy przyjecie.

Dziewczyna aj (Ania) urzadza przyjecie, na ktére zaprasza wszystkich zna-
jomych jej chtopcédw. Chtopcey ci przychodza ze swoimi narzeczonymi, ale
te - na wszelki wypadek - zabieraja ze sobg znajomych chtopcéw, a ci swoje
narzeczone itd, az do momentu gdy na przyjecie zostanie zaproszony chto-
piec, ktéry nie jest jeszcze zareczony.

Pawet + Asia
Janek + Agata

Zbyszek + Aga
Michat + Ala
Piotrek + Amelia
Wojtek
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Skojarzenia

Algorytm Halla

Musi sie taki znalezé, bo kazda grupa r dziewczat zna w sumie co najmnie;j
r chtopcéw, czyli dziewczyny zaproszone na przyjecie znaja w sumie co
najmniej tyle samo chtopcéw, a ponadto dziewczyna a; nie jest zareczona.

Ow niezareczony chtopiec bedzie taficzyt z dziewczyna, ktéra go zaprosita,
jej narzeczony - z dziewczyng ktéra go zaprosifa, itd, az na parkiecie znaj-
dzie sie chtopiec tanczacy z gospodynia przyjecia. Pary na parkiecie beda
to nowe pary narzeczonych, a te, ktére nie tancza pozostana niezmienione.
Wojtek + Amelia

Piotrek + Aga

Zbyszek + Agata
Janek 4+ Ania

Pawet + Asia
Michat + Ala
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Skojarzenia

Algorytm Halla

Po przyjeciu wszystkie dziewczyny ai, ap, ..., a; maja narzeczonych i mo-
zemy kontynuowa¢ dobieranie narzeczonych dla kolejnych dziewczyn.

Agata Janek
R Pawet
- Zbyszek
P Piotrek
Alz Michat
— Wojtek
Jurek
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Skojarzenia

Egzamin termin 0

Egzamin z zagadnien poruszanych na wykfadzie:
09.06.2018 godz. 10:30 s.S51 J

Adam Marszatek Matematyka Dyskretna



	W.5
	Kolorowanie wierzchołków
	Kolorowanie map
	Kolorowanie krawedzi
	Skojarzenia


