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Niniejszy kurs jest pawiecony typowym problemom oraz podstawowym kierunkom
ich rozwizywania, pojawiajcym st przed programistami przy opracowywaniu
inzyniersko-technicznych systeméw komputerowych. W rak@rze przykladow
rozpatrzone zostaly typowe algorytmy algebry linkwobliczenia iloczynu skalarnego
dwoéch wektoréw, mneenie macierzy przez wektor, macierzy przez macierz,
rozwigzywanie uktadéw rowna liniowych algebraicznych z macierzaméstymi oraz
rzadkimi symetrycznymi przy zastosowaniu metod bé&zmunich. Szczegdin uwag
zostaty obgte trzy kierunki: osigniecie wysokiej wydajnéci na kadym z procesorow,
osobliwaici  zréwnoleglenia oblicze na wielopdrowych komputerach PC oraz
podstawowe sposoby pracy z macierzami rzadkimi.

Kurs jest przeznaczony dla studentéw kierunkéw nazmych, takich jak informatyka
stosowana i matematyka obliczeniowa, zmotez by¢ pozyteczny dla deweloperow
oprogramowania, aytkownikow programéw oraz prageoych gkbiej zrozumi€ zasady
pracy nowoczesnych systeméw komputerowych z dzigdabliczer technicznych.
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1. Celei zadnia kursu

Nazwa ,modelowanie zagadnietechnicznych” obejmuje wiele pg o
szerokim znaczeniu. W aoflrie tego kursu gidbwn uwag udzielono
osobliwagciom modelowania komputerowego zagadnigechnicznych, czyli
aspektom informatycznym, ktore powstajprzy tworzeniu systemow
obliczeniowych w zagadnieniach technicznych.

Celem tego kursu jest zapoznanie sitechnikami i metodami opracowania
algorytméw, czsto spotykanych przy modelowaniu zagadriechnicznych, przy
czym gtdwnie zwrécono uwagg ha podstawy tworzenia takich metod na
wielordzeniowych komputerach PC.

W postaci typowych przykltadéw wygtuja klasyczne zagadnienia algebry
liniowej: obliczenie iloczynu skalarnego dwoch wakiw, mnaenie macierzy
przez wektor, mn@enie macierzy przez macierz, rogmywanie uktadow réwna
liniowych algebraicznych z macierzami symetrycznygestymi i rzadkimi przy
zastosowaniu wspotczesnych metod bémminich. Problemy, wynikage przy
rozwazaniu podanych zada s3 czsto spotykane w innych brzecch zagadnie
technicznych. Dlatego cgjnicte umiegtnosci oraz techniki programowania
znacznie przekraczagranicy rozwaanych tu problemow.

Kurs obejmuje:

« Osiggniecie wysokiej wydajnéci typowych algorytméw obliczeniowych
zagadni@ technicznych przy programowaniu sekwencyjnym oraz
wielowatkowym dla komputeréw wielordzeniowych (SMP — syntncal
multiprocessing).

e Typowe techniki programowania wielgthkowego dla algorytméw
obliczeniowych.

» Algorytmy dla macierzy rzadkich: formaty skompresm&, uporzdkowanie
w celu zmniejszenia ikzi zapetni@ przy faktoryzacji, same solwery — metody
faktoryzacji.

Kurs zawiera elementy matematyki — algebry liniqveggebry macierzy, teorii
grafow, metod numerycznych jak réwhaiewymaga wiedzy z podstaw
oprogramowania wegyku C, C++, systemdw operacyjnych i oprogramowania
wielowatkowego.

Przy przedstawianiu twierdzematematycznych, paten i wnioskédw uwaga
jest gtdbwnie skupiona nie naistosci dowodow, jak jest to przge w kursach,
ukierunkowanych na matematykow, ale na algorytmachviasciwosciach,
niezlzdnych dla realizacji komputerowej.

Przy pisaniu kursu autor kierowalesiloswiadczeniem, nabytym w firmach

informatycznych RoboBAT (www.robobat.com) i SCAD fGo
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(www.scadsoft.com), w ktorych opracowywat oprogravanie z dziedziny
metody elementéw skazonych i innych metod obliczeniowych.

Modelowanie zagadnie technicznych znajduje ¢sina przegjciu metod
numerycznych i informatyki. G®to zadania techniczne doprowadzajo
rozwigzywania zada numerycznych diego rozmiaru — powstajuktady réwna
liniowych i nieliniowych algebraicznych, zagadnigniwart@ci wiasnych,
obliczenia numeryczne catek, calkowanie zagadni€auchy itd. Il&¢
wspotczesnych modeli #6orodnych obiektow technicznych ée wynosé od
kilkaset tys¢écy do kilka milionéw rowna. Jest jedna z cech tego typu z2adarzy
czym wytkownik najczsciej pragnie rozwizywa te zadania na komputerach
typu PC .

Typowe przyktady takich zada— widoki i modele rénych konstrukcji — $
przedstawione narys. 1.1 — 1.5.

Rys. 1.1 Budynki wielogtrowe
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Rys. 1.2 Konstrukcji iaynierskie
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Rys. 1.3 Model MES stadionu w Wilnie (62 298 rowmeeliniowych algebraicznych)
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Rys. 1.4 Model MES terminalu lotniska w Wilnie (3397 réwna nieliniowych algebraicznych)

Rys. 1.5 Model budynku wielogirowego z blokéw betonowych

(3 198 609 réwn@liniowych algebraicznych)
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Przy opracowaniu oprogramowania, przeznaczonego aladelowania

zagadnié technicznych, zwrdcimy uwaga najwaniejsze momenty:

* Zastosowanie niezawodnych i optymalnych metod i orglgnow
matematycznych.

» Skuteczna praca ze wszystkimi poziomami hierarphingci — pamégciom
gtéwmg, pamiciom podeczm, rejestrami procesora.

e Zrownoleglenie operacji nazdych etapach realizacji algorytméw.

1.1  Podstawowe cechy komputeréw wielordzeniowych

W tym kursie dla poréwnania wydajw roznych algorytméw bdziemy
uzywa¢ miar wydajnagci FLOPS (Floating Point Operations Per Secondpsé i
operacji zmiennoprzecinkowych wykonanych za sekuddst to naturalna miara
wydajnaci dla algorytmow, ktére powstaj w zagadnieniach naukowo-
technicznych, gdzie dominantowymi g s operacji arytmetyczne
zmiennoprzecinkowe. Przeci¢a miara nie jest przydatna do oceny wyd&gno
innych rodzajow algorytmow — kompilatoréw, baz delmyitp. Dla algorytméw
obliczeniowych, wykonanych na wspoéiczesnych kommaute PC, tatwo stosowa
MFLOPSu GFLOPS — odpowiednio $FLOPS oraz 10FLOPS.

Rézne operacje zmiennoprzecinkowe majrézng trwalcsé. Operacje
zmiennoprzecinkowe magby¢ szybkie i wolne. Przybtony stosunek trwafei
roznych operacji zmiennoprzecinkowych jest podanylw fa

Tabela 1.

Przyblizony stosunek trwakei operacji zmiennoprzecinkowych

dodawanie, odejmowanie, poréwnanie, nerge 1
dzielenie, obliczenie pierwiastka kwadratowego 4
eksponenta, sinus, ... 8

Bedziemy rozwaaé tylko komputery z pamacia wspolry. Jest to taka
architektura systeméw komputerowych réwnolegtyckdki kilka jednakowych
procesorow wspotpracug ta sama pamecia gtowmng (rys. 1.6) . Tak architektug
nazywaj UMA — Uniform Memory Access.
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CPU CPU CPU CPU
cache cache cache cache
System Bus
|
RAM

Rys. 1.6 Wieloprocesorowe systemy z jednorodnyntegesn do pangici — UMA (Uniform Memory
Access)

Kazdy z procesorow (CPU) me mig swoj wiasr pami¢ podrczm (cache)

i taczg sie z pamécia gtdwng (RAM) poprzez magistrale (system bus).

Wspotczesne komputery PC wielordzeniowe hngleo takiej architektury,
poniewa kilka takich samych procesoréw (rdzeni) wspotpiaz jedry wspolry
pamkcia gtowrg i s3 sterowane jednym egzemplarzem systemu operacyjnego
Taka architektura dostata nag®MP (symmetrical multiprocessing).

Procesory maj dostp rownoprawny (kady z procesor6w nie maadnej
przewagi nad innymi) i rownoznaczny (czas dpstdo dowolnej agci pamtci
jest taki sam).

Przy tym zwizek mgdzy procesami i synchronizacjag sproste,
oprogramowanie mniej skomplikowanezmw wypadku architektury z paguia
rozproszon. Jednak taka architektura ma podstawowe ogranizea ilagé
procesorow — krytyczna jest przepustéevmagistrali.

Na dziex dzisiejszy coraz wcej zada technicznych magbyé rozwigzane na
komputerach klasy PC, moc obliczeniowa ktorycigle rasnie. Takie komputery
sa tanie, i wekszd¢ uzytkownikdbw z matych isrednich biur projektowych
preferuje aywac wiasnie takie komputery i bardzo nieghie podejmuj decyzg o
przegciu na klastery, sieci komputerowe i giote stacji robocze. Bwiadczony
projektant najcgsciej znajdzie sposdb zmniejszyozmiar zadania obliczeniowego
tak, aby to zadanie zndigto sie w komputerze klasy PC.

Komputery klasy PC majograniczony rozmiar pagti gtbwnej i stosunkowo
nie wysol przepustow& magistrali. Ta cecha egto wymaga specjalnych
podef¢ przy tworzeniu algorytméw i oprogramowania. Uwadggo kursu zostata
skupiona gtéwnie na podstawach tworzenia oprograanéavdla opisanej klasy
komputerow.
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1.2  Potokowe przetwarzanie danych a techniki oprogimowania.

W nowoczesnych mikroprocesorach szeroko stosgjgaiokowe przetwarzanie
danych. Przy tym caly proces jest podzielony nadumie czsci — stopnie

przebiegu, kada z ktorych jest realizowana przez poszczegolrmdamenia

fizyczne. Obrébk kazdej maszynowej komendy raga roztay¢ na kilka stopni —

etapow. Przy tym dang przekazywane od poprzedniego etapu doepasgo.

Na przykitad [arua, 2003], mamy 5 etapdéw wykonania operacji trwekp 50,
50, 60, 50 i 50 ns odpowiednio (rys. 1.7), a 5 nsaktad na organizacje
przetwarzania potokoweg8redni czas wykonania polecenia przy przetwarzaniu
sekwencyjnym wynosi 260 ns, a przy przetwarzanbkmivym (t°°) — trwatgci
najdiwzszego taktu plus naktad na przetwarzanie potokowe+5 = 65 ns [f*' =
(maksymalna trwakg etapu)*(ilcs¢ etapow)/(ilé¢ potokéw) = 65*5/5 = 65 ns).
Przyspieszenie przy przetwarzani potokowym w stkgumlo przetwarzania
sekwencyjnego wynosi 260/65 = 4 razy.

Struktura polecenia i k¢ etapdéw zaleg od rodzaju polecenia. W podanym
przyktadzie kade polecenie sktadaesiz piciu etapdéw. Mog to by IF —
obliczenie adresu polecenia, pobranie polecenia; iekodowanie polecenia, OF
— obliczenie adresu operandu, pobranie operandu,-E¥/konanie operacji na
operandach, WB — zapis wyniku.

Przy przetwarzaniu potokowym pierwszy potok wykenupierwszy etap
pierwszego polecenia (IF). Dalej dziatajlwa potoki. Pierwszy — IF dla drugiego
rozkazu, a drugi — ID dla pierwszego polecenia.epplerwszy potok — IF dla
trzeciego polecenia, drugi — ID dla drugiego potgéaé trzeci — OF dla pierwszego
polecenia. | tak dalej. Kaly potok przetwarza tylko swoj etap i jest wykonywa
tylko odpowiedm czgsécia sprztu. Po wcagnieciu wszystkich potokow w
dowolnym momencie czasu jednogzie dziataj pie¢ potokdw, w skutek czego i
powstaje zréwnoleglenie przy potokowym przetwarziarych.

W odr&nieniu od wielowgtkowosci takie zrownoleglenie nie wymaga zaj
pracy od programisty i dlatego jest bardzo wygodne.

Typowymi fragmentami kodu, gdzie przetwarzanie Rowe jest bardzo
skuteczne gdtugie gtle for, while, do —while, w ktérych g wykonane die chgi
doktadnie takich samych instrukcji.
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Sekwencyjne przetwarzanie rozkazéw

5050 | 60 | 50|50 |50 50 | 60 |50 50 |50 50 | 60 50|50
260 ns 260 ns 260 ns

rozkaz 1 rozkaz 2 rozkaz 3

Potokowe przetwarzanie rozkazéw

65 65 65 65 65 ns

AN U\ rozkaz 1
\ rozkaz 2

\ rozkaz 3
\ rozkaz 4

rozkaz 5

N

potoki

Rys. 1.7 Sekwencyjne i potokowe przetwarzanie dan§eas jatowy dla kalego etapu oraz czas
wykorzystany na wyréwnanie trwald etapow jest oznaczony kolorem szarym

W pewnych sytuacjach mgg powstawa zaburzenia potokowego
przetwarzania. Rozway kilka typowych przyktaddw.

Przykiad 1.

for(i=0; i<N; i++)

Ali] = 1.1* A[il;
KAPITAL LUDZKI Y N e
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Potok, pobierajcy wart@¢ operandu AJ[...] (etap OF) na itera¢fil , bedzie
wstrzymany poniewaadres operandu nie jest znany dopoki licznik denaetli i
nie pozostanie inkrementowany. Rozeganie:

for(i=0; i<N; i+=2)

ALl = 1.1*AJil;
Ali+1] = 1.1*A[i+1];
}

Taka technika otrzymata nazwozwijania gtli. Instrukcji w petli sg niezalene
— dlatego jeden potok procesora jest w stanie pabiadres operandu drugiej
instrukcji nie oczekujc na zakéczenie wykonania przez inne potoki pierwszej
instrukcji, czyli potoki § w stanie dziaka rownolegte. Rozwijanie gtli wspiera
potokowe przetwarzanie danych, uswegayaburzenia. Wspoétczesne kompilatory
C/C++ w wersji release przy ustawieniu flagi optyeji /02 (optymalizacja z
celem podniesienia wydajém) samodzielnie kilkakrotnie rozwijajpetle. Jest to
wykonane dla standardowych fragmentow kodu. Dladkodkomplikowanych
mozliwa taka sytuacjaze programista ecznie kdzie rozwijat ptle. W
szczegOlInéci dotyczy to technik SSE2, SSE3 [SSEZ2].

Przyktad 2 Kacmepckuit, 2003].
while(next = p[next])

/[ciato p etli
next++;

}

Dopdki nie zostanie wykonana ostatnia linia instfugetli, dotad procesor nie
bedzie znal zmiennejexti nie jest w stanie ay¢ prefetch— pobieranie danych z
wyprzedzeniem.

Czas wykonania tego kodu jest wyznaczony latanouktadu pamgci —
odcinkiem czasu od wystawienia przez procesor rapobwania na chipset do
umieszczenia odpowiednich danych w CPU. Razaiie:

while(next = p[next++])

/[ciato p etli
}

Procesor wysyta do chipsetu zapotrzebowanie nawadie stowap[next] i
natychmiast inkrementuj@ext Adres nasfpnego stowa ju jest znany. Dalej
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procesor wysyta kolejne zapotrzebowanie, nie ogaekma operaej w petli.
Dopéki procesor liczy, chipsetthizie dostarczat nayvporcje danych dla kolejnej
iteracji petli.

Czas tadowania do rejestru N zalgch stow wynosi T = NTcit Tmen), gdzie
Ten — latentné¢ chipseta, TFem — latentné¢ pamkeci. Czas tadowania N
niezalenych stébw wynosi T = N/C+F+Tmem , gdzie C — przepustow® uktadu
pamkci — obgtos¢ danych, odczytywanych z pagoi do CPU za jednostikczasu.

Przyktad 3 Kacmepckuii, 2003].

for(i=0; i<N; i++)

{
Ali] = A[i]+B[i]; /Mine 1
C[i] = A[i]+1.0;  /lline 2
Ali] = D[i]+1.0; /lline 3

}

Linia kodu 3 nie mge by wykonana dopoki nie dolzie zakaczona linia 2.
Inaczej A[i] begdzie zmodyfikowane wcZeiej od jego uycia w linii 2.
Rozwigzanie:

register double rrr;
for(i=0; i<N; i++)
{
Ali] = A[i]+B[i]; /Mine 1
rrr = Alil;
Cli]=rrr +1.0; /lline 2
Ali] = D[i]+1.0; /lline 3
}

Rozwamy test, kod ktorego jest umieszczony wazahiku 1. Rozwizujemy
zadaniedot = x"-x, gdziex — wektor o rozmiarz®&l . RozmiarN jest automatycznie
zmieniony takzeby by wielokrotnym w stosunku do rozmiaru pawgiipodecznej
L1, przedstawionej w ikei stow double Dla komputera, na ktérym to zadanie
byto testowane, rozmiar L1 wynosit 32 KB albo 4096w typudouble Program
reprezentuje kilka mnych metod. Pierwsza metoda (rys. 1.8) w peini adada
podefciu klasycznemu. Takie podeja we wspoiczesnej literaturze otrzymato
nazwe metod naiwnych, ponievtzakod komputerowy odpowiada algorytmu
matematycznemu. Takie metody nie hipod uwag szczegdlne cechy struktury
pamkci komputera i dlatego ¢gto demonstrgjbardzo nisk wydajnac¢.
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t_s = GetTickCount();
for (it=0; it<ntimes; it++)

dot = 0.0;
for (i=0; i<N; i++)

dot += X[i[*X]il;
}

t elaps = ( double )(GetTickCount()-t_s);

Rys. 1.8 Metoda klasyczna (naiwna)

Wspotczesne komputery bardzo szybko obligzakie zadania. Dla tegeeby
zapewné poprawné¢ pomiaru czasu obliche trzeba zwgkszye trwatos¢
wykonania tego zadania — powtarzamgimes razy jego wykonanie. Funkcja
platformy Win32 GetTickCount() zwraca czas ms od czasu wystartowania
systemu operacyjnego [MSDN],elaps—czas wykonania tego fragmentu kodu.

Druga i trzecia metodyzywaja czterokrotne i émiokrotne rozwijanie gtli
(rys. 1.9 - 1.10).

for (it=0; it<ntimes; it++)

{
dot = 0.0;
for (i=0; i<N; i+=4)
dot += X[i*X[i]+X[i+1]*X[i+1]+
X[i+2]*X[i+2]+X[i+3]*X[i+3];
}
}

Rys. 1.9 Czterokrotne rozwijanietp
for (it=0; it<ntimes; it++)

dot = 0.0;
for (i=0; i<N; i+=8)
{
dot += X[i*X[i]+X[i+1]*X[i+1]+X][i+2]*X[i+2]+
X[i+31*X[i+3]+ X[i+4]*X[i+4]+X[i+5]*X[i+5]+
X[i+61*X[i+6]+X[i+7]*X[i+7];

}
}
Rys. 1.10 Gmiokrotne rozwijanie ¢tli
w UNIA EUROPEJSKA
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Czwarta metoda stosujémiokrotne rozwijanie gtli oraz pobieranie danych z
wyprzedzeniem (prefetch —rys. 1.11)

for (it=0; it<ntimes; it++)

dotl = 0.0;
for (i=0; i<N; i+=8)
{
_mm_prefetch(( const char *)(&X[i+8]), _MM_HINT_TO);
dotl += X[I*X[i]+X[i+1]*X[i+1]+X[i+2]*X[i+2]+
X[i+3]*X[i+3]+X[i+4]*X[i+4]+X[i+5 I*X[i+5]+

X[i+6]*X[i+6]+X[i+7]*X[i+7];
}

Rys. 1.11 Gmiokrotne rozwijanie gtli oraz wykonanie prefetch'u

W tym kodzie instrukcjgprefetclf...) jest poleceniem dla ukfadu pawii o
pobieraniu 8 stéwdouble, ktore lgda potrzebne przy naginej iteracji ptli, i
umieszczeniu ich w pagti podicznej procesora. Podczas gdy procesor wykonuje
instrukcje iteracji bigacej, uktad pamici niezalenie przygotowuje dane dla
nastpne;j iteracji.

Ostatnia metodazywa 128-bitowe XMM rejestry, jakie mggmieici¢ 2 stowa
doublei za jeden cykl procesora wykahdwa mnaenia lub dwa dodawania. Dla
stéw typufloat (intege) w XMM rejestrze ména zmidci¢ 4 stowa i wykoné& w
jednym cyklu procesora odpowiednio 4 menia lub 4 dodawania. Wspotczesne
procesory komputeréw klasy PC m& dostpnych rejestrow XMM na platformie
32-bitowej (ia32) oraz 16 dagginych XMM rejestrow na platformie 64-bitowej
(x64) . Na podstawie techniki SSE2 [SSE2]gaykach C/C++ istnieje mitiwos¢
programowania na rejestrach XMM, przy czym kod jédiski do gzyka
assemblera. Schematyczne operacje zemia i dodawania, wykonane na
rejestrach XMM, s podane na rys. 1.12.

Liczby a, b orazc, d s3 tadowane do rejestrow XMMO, XMML1, przy czyac
znajdup si¢ w gornej cesci kazdego rejestru, natomiabt d — w dolnej. Wynik
bedzie umieszczony w rejestrze XMM2. Odpowiedni framin kodu jest
przedstawiony na rys. 1.13.
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CeC a C
<+ o
ed o d
XMM2 XMM0 XMMI

XMM2 = _mm _mul_pd(XMMO0, XMMT1)

A+C a C
-« +

b+d o d

XMM2 XMMO XMM1

XMM2 = _mm _add_pd(XMMO, XMM1)

Rys. 1.12 Operacje mpenia i dodawania na rejestrach XMM dla liczb tgfmuble

Deklarujemy p¢¢ zmiennych typu m128do nazwachcl — ¢4 sum jakie
nadaj mazliwos¢ stosowania instrukcji SSE2, SSEAby udosipni¢ prototypy
instrukcji SSE2, SSE3, trzeba dojo nagtowek #include <emmintrin.h>.
Dyrektywa _declspec(align(16))oznaczaze tablicares[2] bedzie wyréwnana w
granicach 16 bajtéw. Jest to koniecznie dla ingfiukytadowania danych z XMM
rejestru_mm_store_pdPierwsza gile obejmuje ilé¢ powtarzani algorytmu. Przed
uruchomieniem drugiej g¢bli  wyzerowujemy rejestr sum instrukcp
_mm_setzero_pdWykonujemy prefetch z krokiem 8 stow tydaublei tadujemy
rejestrycl — c4instrukcp _mm_load_pd Kazda taka instrukcja taduje w rejestr
XMM dwa ssiednie elementy tablicy X. Dlatego paidla tablicy X jest
alokowana funkg _aligned_mallocprzy wyréwnaniu na granice 16 bajtoéw
(zatacznik 1). Zawartg rejestrucl mnazymy przez siebie i wynik umieszczamy
do rejestrucl. Do rejestrusum dodajemy zawartg rejestrucl. | tak dalej. Po
zakaczeniu wykonania gli wewngtrznej w gornej cgsci rejestrusum znajduje

N /2
si¢ suma kwadratow parzystych elementéw tabKcyeq0] = > % , a w dolnej —
i=0
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N/2

suma kwadratéw nieparzystych eIementc’ms{l]:Zx;_l. Wytadowujemy
i=1

rejestrsumdo tablicyresi dodajemy te elementy.

~.ml128d cl, c2, c3, c4, sum;
__declspec (align (16)) double res[2];

t s = GetTickCount();
/Inumber of double words in cache line 64B is 8
for (it=0; it<ntimes; it++)

{

sum = _mm_setzero_pd();

for (i=0; i<N; i+=8)

{
_mm_prefetch(( const char *)(&X[i+8]), _MM_HINT_TO);
cl =_mm_load_pd(&X[i]); /Mload X[i], X[i+1] t ocl
c2 = _mm_load_pd(&X[i+2]);//load X[i+2],X[i+3] to c2
c3 = _mm_load_pd(&X[i+4]);//load X[i+4],X[i+5] to c3
¢4 = _mm_load_pd(&X[i+6]);//load X[i+6],X[i+7] to c3
cl =_mm_mul_pd(cl, cl1); //cl <-cl*cl
sum =_mm_add_pd(sum, c1);//sum = sum + cl*cl
c2 =_mm_mul_pd(c2, c2); //c2 <- c2*c2
sum =_mm_add_pd(sum, c2);//sum = sum + c2*c2
¢3 =_mm_mul_pd(c3, c3); //c3 <- c3*c3
sum =_mm_add_pd(sum, c3);//sum = sum + c¢3*c3
¢4 = _mm_mul_pd(c4, c4); /lca <- c4*ch
sum =_mm_add_pd(sum, c4);//sum = sum + c4*c4

}

_mm_store_pd (res, sum);  //unload res <- sum

dotl = res[0]+res[1]; /ldot1 = res[0]+res[ 1];

}

t elaps = ( double )(GetTickCount()-t_s);

Rys. 1.13 Wycie rejestrow XMM dla algorytmdot = xT-x

Wyniki sg przedstawione na rys. 1.14 .

Testy g wykonane na komputerze z procesoriatel® Core™2 Quad CPU
Q6600 @2.40 GHz, cache L1x3R KB, L2: 4096 KB, RAM DDR2 333.7 MHz, 8
GB, chipset Intel P35/G33/G31, OS Windows Vi¥t&8usiness (64-bit), Service
Pack 2.

b ||‘ UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI VAN EUROPEJSK|
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI m FUNDUSZ SPOLECZNY

18

* X

* ok

* o




URMIA EUROPEISKA
EURDPEJSE]

FUMIDUSE SFOLECINY

KAPITAL LUDZKI

FARDDOWA STRATECIA SPOINGACI

Bl O:\PKOWW\MemTest 1\Release\MemTest 1.exe Lo B S

UERSION RELEASE =
Input: N, ntimes

100060600

10

N = 99999744 ntimes = 10

classical access: 1809 msek
unrolled loop x 4: 1700 msek
unrolled loop x 8: 1747 msek
prefetching loop: unroll x 8 prefetch x 8 1716 msek
SSE2: x4 prefetch x 8 1529 msek
Aby kontynuowac, nhacisnij dowolny klawisz . . . _

Rys. 1.14 Wyniki testowania zadamiat = x"-x na komputerze z procesorem
Intel® Core™2 Quad CPU Q6600 @2.40 GHz

1.3  Pobieranie danych z wyprzedzeniem

Pobieranie danych z wyprzedzeniem (prefetch) jgdtowywany z cel ukry¢
zwioke (latentnd¢) uktadu pamgci [Grama A., Gupta A., Karypis G., Kumar V.,
2003], Kacnepckwuit, 2003]. Typowy schemat bez prefetch'u:

for(i=0; i<N; i++)
dot += X[i*X[il;

Taki program dziala tak: przyi = 0 procesor wystawia ha chipset
zapotrzebowanie na stowo X[0]. Chipset umieszcza tkolejke zapotrzebowa
Jak tylko opracowanie tej kolejki dojdzie do nasxempotrzebowania, podane
stowo kzdzie odczytane z panti gtdwnej i za pomag magistrali przesugie do
pamkci podecznej L2. Procesor w tyrazasie wykonuje puste cykle. Odcinek
czasu licac od momentu wystawienia zapotrzebowania na chipdet
umieszczenia danych w pagoi podecznej jest latentricia ukladu pami¢ —
chipset (Ewt+Tmen). Na nasipnej iteracjii = 1 i wszystko bdzie powtérzone
doktadnie tak, jak dla poprzedniej iteracji.
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Czas wykonania takiego algorytmu : T Nyt Tmem)+2:N-tops= N-(Tetit Tmeny,
gdzie tps — czas wykonania jednego muemia lub dodawania, -B-topps <<
N-(Tert Tmen -

Typowy schematgili z prefetch’em:

for(i=0; i<N; i+=8)

{
/linicjujemy tadowanie nast epnej linii cache danych za
/ladresem &X[i+8] do cache L1. Przy niemo zliwo &ci
[ftadowania cache L1 b edzie fadowany cache L2.
/[Zaktadamy, ze rozmiar cache linii dla podanego
llsprz  etu wynosi 64 B - 8 stow double. Ten kod jest
/lzale  zny odsprz etu.
_mm_prefetch((const char *)(&X[i+8]), _MM_HINT_TO0) ;
dot += X[I*X[iI1+X[i+1]*X[i+1] +...+X[i+7]*X[i+7];

}

Teraz oczekiwanie procesora w skutek lateftnaktadu pamici odbywa st
tylko przy i = 0. Dalej procesor i uktad pagoi dziatap rownolegle. Przyczyn
hamowania obliczedla takiego kodu jest ograniczona przepustgwoagistrali, a
nie latentné¢ uktadu pamgci.

Czas wykonania podanego algorytmu wynosi T = N/Gi+ Tmem + 2N-topdK =
N/C, gdzie C — przepustow® uktadu pamici, k — przyspieszenie oblicZzew
skutek usuricia zaburzé potokowego przetwarzania danych przy rozwijaniu
petli.

Rozr&niaja prefetch hardwarowy i softwarowy [Prefetch, 201Prefetch
hardwarowy dostarcza 64 bajtéw (rozmiar cache}lirai jeden raz. Kiedy prefetch
hardwarowy wyznacza daegt do linii cache, za ktég nastpuje linia cachd+1,
on zacznie inicjowanie prefetch'u do kolejnej lisache. Prefetch hardwarowy
zawiera szereg ograniadzeOn nie mae przecina granicy stron pamci, wypetnia
tylko linie cache L2, nie m@ wyznaczy dostp do danych, ktoreagspobierane z
duzymi skokami. & ograniczenia magby¢ pokonane poprzezzycie prefetch'u
softwarowego, jaki mae wypelnid linii cache L1 lub L2 (L3), ji poziom cache
L1 juz jest wypetniony. Mae by wykonany tak zwany non-temporal prefetch,
ktory wypetnia cache L1, a wytiiecie tych danych jest wykonywane do paoni
gtbwnej, a nie do cache'u niskiego poziomu. O wygbottypu prefetch'u
softwarowego decyduje drygi argument instrukcjifeteh.
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1.4 Struktura pamieci komputera. Cache konflikty

Najczsciej hierarchie pamti wspélczesnego komputera jest przedstawiona w
postaci piramidy (rys. 1.15, [Demmel J. W., 1997]).

Szybka,
niewielka objetosé,

droga Rejestry procesora

pamieé podreczna cache

/ _¥ pamie¢ gléowna RAM
Wolna, pamie¢ dyskowa HDD
Duzy obszar,

tania

Rys. 1.15 Hierarchia pagti wspo6tczesnego komputera

Najszybsza parnsé (najdrazsza, ma niewielk objetosé) jest umieszczona z gory
(wierzcholek piramidy), a najwolniejsza (tania, stasownie dig objetosc) jest z
dotu.

Przyktadowe rozmiary i czasy dept dla r@nych rodzajéw pangti 3 podane
w tabeli 1.2.

Tabela 1.2.
Przyktadowe rozmiary i czasy dept dla rénych rodzajéw pargti
Typ paméci rozmiar Czas dogbu, ns
rejestry Kilkaset B <1lns
podrczna (L1) kilkanécie KB Kilka ns
podrczna (L2 - L3) Kilka MB Kilkanécie ns
gtowna Kilkaset MB sto kilkadziegins
KAPITAL LUDZKI VY A opessH
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Gdyby pami¢ komputera bytaby tak jednorodna i tak samo szyjaikarejestry
procesora, to znacznae$z materiatu, przedstawianego w danym opracowaniu,
utracitaby sens. Dodatkowo koszt takiego hipotatggp komputera bytby wez
niebotyczny. Oprocz tego, szybka paéni(rejestry, pami¢c podgczna) jest
zgromadzona na elementach pétprzewodnikéw, ktokelei dasé intensywnie
wydzielap ciepto. Dlatego problem odprowadzania ciepta @secnie jeds z
najmocniejszych przeszkdd, stoych na drodze ku powkszeniu pojemmnizi
szybkiej pamgci.

Z innej strony, istnienie hierarchicznej struktupamici, ktoérej poziomy
znacznie réniag sie szybkdcia dostpu do danych, rodzi caly szereg probleméw
przy przegciu z jednego poziomu na inny. Pierwszgséznaszego opracowania
bedzie pgdwiecona wianie tym problemom.

W ramach danego kursu, za watiiem ostatniego rozdziatluglls rozpatrzone
zadania, ktére mieszgsie tylko w paméci gtdwnej (RAM) komputera.

Optymalne wykorzystanie paeai podecznej jest bardzo wae dla
wydajnaci programéw. W zalanosci od typu procesora paedi podieczna sklada
sig z linii o kilku stéw o rozmiarze 32B, 64B, 128Babe z pamici gtownej keda
umieszczone w pagrti podrecznej przed umieszczeniem w rejestrach procesora.
Mowimy o odwzorowaniu blokow pargi gtdwnej w linie pamgci podecznej
(cache-linie).

Przy czytaniu danych (stowo, bajt) procesor naypisprawdza stan swojej
pamkci podecznej. Jéli te dane $ w pamkci podecznej (nazwiemyat sytuacje
read hit — trafienie), onidola umieszczone w rejestry procesoraliygch danych
(stowa, bajta) niema w pagti podrcznej (read miss — chybienie)gdzie
przetadowana cata linia pagoi podecznej Kacmepckuit, 2003]. Przy pobraniu
tych danych (bajta, stowa) z pagwii gltdwnej kedg pobrane nie tylko to stowo, bajt,
a i bajty asiednie takzeby wypeiné cah linie pamgci podgcznej. Dane, ktore
bgda umieszczone w cache-linie, mgszby¢ wyréwnane po granicach,
wielokrotnych 32B, 64B, 128B odpowiednio.

Ideologia cache-linii polega na tyre zadania najgZciej pracuy ze zbiorem
sasiednich stow (bajtow), wt przy odczycie tych stéw (bajtow) gto wynika
stan read hit, i procesor pobiera te dane w rgjestrache-linii, a nie przez wolny
kanal magistral — pami gtdbwna. Przecie cache-linii istotnie komplikuaj
odnowienie pangici w srodowisku wieloprocesorowym z pagnia wspolry

Rozwamy taki przyktad [Richter, 1997]:

e Procesor PO odczytuje stowo 0, a rowmniestowa gsiedni w swoéj cache (rys.
1.16).

» Procesor P1 odczytuje stowo 1, a réwmistowa gsiedni w swoj cache, przy
czym stowo 0 procesora PO w skutek wyréwnania pmigach, wielokrotnych
rozmiary cache-linii, znajdujeciv cache-linii procesora P14érys. 1.17).

b ||‘ UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI VAN EUROPEJSK|
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI m FUNDUSZ SPOLECZNY

22

* X

* X x

* o




KAPITAL LUDZKI

FARDDOWA STRATEGIA S-POINOACI

Po

P1

Cache-linia |

NN\
)

Stowo 0, z ktérym
pracuje procesor P o

Stowo 1, z ktérym
pracuje procesor P 1

’

\

-l

[

Wne do cache-linii [

Rys. 1.16 Procesor PO odczytuje stowo 0, a réininsgowa gsiedni w swoj cache

Po

P1

Cache-linia |

4 N

N
17

Cache-linia |

4 N

N
17

Stowo 0, z ktérym
pracuje procesor P o

Stowo 1, z ktérym
pracuje procesor P 1

\

|-y
-

’Wne,(powlne do cache-linii 1
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Rys. 1.17 Procesor P1 odczytuje stowo 1 oraz skasiadupjce do swojego cache'u, przy tym stowo
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* Procesor PO modyfikuje stowo O i umieszcza ten wydo swojego cache'u.
Wartaé¢ tego stowa w pamci gtdbwnej na razie pozostaje bez zmian (rys.
1.18). Procesor P1 nic nie wie o type zawarté¢ stowa 1 ulegta zmianie.
Teraz warté¢ stowa 0 zalgy od tego, cache ktorego procesoredzie
wytadowany w pami¢ gtdwng paézniej.

Po P1

Cache-linia | Cache-linia |

| 4 N

N
17

Stowo 0, z ktérym Stowo 1, z ktérym
pracuje procesor P o\ / pracuje procesor P 1

7\

-l [

’Fne,(powlne do cache-linii 1

Rys.1.18 Procesor PO modyfikuje stowo 0 i umieszczangnik do swojego cache'u. Wagtatego
stowa w pamjci gtéwnej na razie pozostaje bez zmian

Taki scenariusz byt by prawdziw katastroj. Producenci spetu
komputerowego bardzo dobrze o tym wigdzdlatego w rzeczywistoi komputer
nigdy tak nie dziafa.

Dziatanie komputera wygtla nastpujaco.

e Procesor PO odczytuje stowo 0, oraz stowsiaslupce do swojego cache'u
(rys. 1.16).

e Procesor P1 odczytuje stowo 1, zakstowa gsiadujce do swojego cache'u
przy czym stowo O procesora PO w skutek wyréwnadi@ granic,
wielokrotnych rozmiaréw cache-linii, 2eznajduje si w cache-linii procesora
P1 (rys. 1.17).
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* Procesor PO modyfikuje stowo O i umieszcza ten wyniswoim cache'u (rys.
1.18). Warté¢ tego stowa w pamci gitbwnej na razie pozostaje bez zmian, ale
procesor P1 oraz wszystkie inne procesory, w cach&drych okazalo si
stowo 0, dokonuje snooping stedzenia za stanem stow zmodyfikowanych, i
zgtaszag zawartd¢ swojego cache jako uniewdon (rys. 1.19).

Po P1
Cache-linia | Cache-linia | :
Stowo 0, z ktérym Stowo 1, z ktérym
pracuje procesor P o\ / pracuje procesor P 1

-———p

Wne do cache-linii 1

Rys. 1.19 Procesor PO modyfikuje stowo O i umieazen wynik w swoim cache'u. Wastatego
stowa w pamjci gtéwnej na razie pozostaje bez zmian, ale parced w skutek snooping'u zgtasza
zawart@é swojego cache jako uniewrgiona

* Procesor PO wytaduje zawastswojego cache do pagsi gldwnej, a procesor
P1 ponownie zatadowuje swofache-linie (rys.1.20). Teraz dane w pghi
gtébwnej i w cache-liniach procesoréw PO, Blspdjne (koherentne). Przetie
ptaca za # spojné¢ jest nadliczbowe przetadowania cache-linie proceso
PO, P1. Bdziemy nazywéataka sytuacje cache-konfliktami.

Okazuje st, ze obecné¢ pameci podgcznej, przeznaczonej dla przyspieszenia
obliczer wskutek zmniejszenia idoi odczytéw-zapiséw bezpeednich z pamici
gtébwnej (do pamici gtdwnej), mae st& sie przyczymn istotnego zmniejszenia
wydajnaci oblicze, jesli dane nie bda wyréwnane z uwzghnieniem powyej
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opisanej specyfiki pracy z cache-liniami. Obgrak, zwizany z wyrownaniem
danych do granic cache-linii, spoczywa na progseai®i

Po P1

Cache-linia |

Przetadowanie cache- f
linii |

Stowo 0, z ktérym Stowo 1, z ktérym
pracuje procesor P o\ / pracuje procesor P 1

N

-y

’Wne,{powz\me do cache-linii 1

Rys. 1.20 Procesor PO wytaduje zaw&ttswojego cache do pagui gldwnej, a procesor P1
ponownie zatadowuje swpgache-linie. Teraz dane w paiigtéwnej i w cache-liniach procesoréw
PO, P1 s spdjne (koherentne).

Dla uniknkicia konfliktbw w pamgci podrcznej prograndici zwykle wywaja
nastpujacych zasobdw.

* Rozdzielenie danych stacych tylko dla odczytu od danych przeznaczonych
dla odczytu i zapisu lub tylko do zapisu. Przy ddmyktére g tylko do
odczytu, konflikty w pamici podrcznej nie wynikaj.

e Uzycie paméci lokalnej dla kadego watku. Przy tworzeniu wtkow system
operacyjny tworzy osobny stos Akkgo wgtku, przy czym stosy wmych
watkdw automatyczniedala wyrdwnane do granic cache-linii.

- Dane rozmieszczone w pai gidwnej & wyrdwnane tak,zeby r&ne
procesory mieli dogp do r@&nych adreséw parii, rozdzielonej przynajmniej
grani@ cache-linii.
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2. Oshgniecie  wysokie]  wydajnaci algorytméw
obliczeniowych na jednym procesorze

2.1  Oszacowanie wydajnéci podstawowych algorytmow algebry
liniowe]

Bedziemy rozwaa¢ nastpujace algorytmy algebry liniowej:

* Mnozenie wektora przez skalar saxgy=y + a-X.
« Mnozenie macierzy przez wektor:=y + A-Xx.
¢ Mnozenie macierzy przez macie@:=C + A-B.

Najpierw rozwaymy wyniki dziatalndci programu testowego Mulm,
opracowanego przez autora, ktory wykonuje obli@emnwediug ranych
algorytméw mnaenia macierzy przez macierz. Macierzy kwadratowe o
rozmiarze NxN. Wyniki g przedstawione na rys. 2.1.

10000

9000
’—-..._—-—-‘

8000 b

2L 7000 classicijk
S et
= 6000 / --8--classic ikj (HP)
:§ 5000
--&-- Block cache Ib=40
S 4000
p=d
= 3000

=a=Block_cache_reg

2000 +———revere . ¥ SMu PO lb=176

1000 I ®----®--@-—mrg —— DGEMM Intel MKL

0

0 500 1000 1500 2000 2500

Rozmiar N

Rys. 2.1 Wydajn& réznych metod mngenia macierzy przez macierz. Komputer z procesorem
Intel® Core™2 Quad CPU Q6600 @2.40 GHz
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Przy takim samym rozmiarze zadans kazda z prezentowanych metod
wykonuje dokladniegt sam ilos¢ operacji arytmetycznych. Przy tym wydagtio
tych metod istotnie girézni. Dla da&¢ duzego rozmiaru zadania wydajitokazdej
metody praktycznie nie zate od rozmiaru zadanild.

Pierwsz metod - klasyczg, mazna znale¢ w dowolnym poradniku
matematycznym (kolejrsé6 umieszczenia gtli — i, j, k [Golub, 1996]). Druga
metoda — té klasyczna — ma kolejsé petli i, k, j. Trzecia metoda polega na
podziale macierzy na odfme niewielkie bloki kwadratowe, przy czym w paaii
podrecznej L1 jednoczmie g umieszczone trzy bloki — po jednym zzHej
macierzy. Bdziemy nazywé ta meto@ block cache, a rozmiar bloku oznaczymy
jakolp. Czwarta metoda pozostata wykonana w technicé Mdgh Kernel Library
(Intel MKL) [Goto K, Van De Geijn R A (2008)]- bildteki wysokiej wydajnéci
Intela [Intel MKL, 2011], przy czym autor opracowsvoje wilasne mikragro
[Fialko S., (2009), CT] — kod niskiego poziomu, isamy na podstawie technik
SSE2, SSE3. &iziemy oznaczata metod jako block cache reg. | ostatnia
metoda — DGEMM (Double General Matrix Multiplicatip— jest pobrana z Intel
MKL w wersji 10.2.2.025.

Testy g wykonane na komputerze z procesorem Intel® Corgdyad CPU
Q6600 @2.40 GHz, charakterystyki ktérego zostalygme wye;.

Powstaje pytanie: dla czego przy doktadnie takiame ilasci operacji
arytmetycznych, wykonanych kds metody dla podanego rozmiaru zadarih
wydajna¢ kazdej z tych metod jest #da? Jak trzeba twor&yprogramy, zby
pracowa na wysokim poziomie wydajdoi?

Odpowiedzi na te pytania zostakpaecony dany rozdziat.

2.1.1. Podstawowe za@nia i modele pamgci

Zaczniemy od teoretycznego oszacowania wydajnopodstawowych
algorytméw algebry liniowej. W tym celu wprowadzimgstpujace zataenia, na
podstawie, ktérychdulziemy wykonywa takie oszacowania.

e Odczyt i zapis (cache> RAM) i operacje arytmetyczneg svykonywane w
czasie sekwencyjnym (rezygnujemy z aiwosci ukladu pamgci pracowa
niezalenie w czasie od procesora centralnego CPU).

e Pami¢ podeczna (cache) jest rozdziewmpomidzy danymi w najbardziej
skuteczny sposob (procesor i system operacyjnyirgelektualne” — dane
zatadowane w cache takeby zminimalizowa ilo$¢ transferow cache—
RAM).

* Komputer ma tylko rejestry (najbardziej szghpamec), jeden poziom cache
(szybka pami¢ — rezygnujemy z hierarchicznej struktury pacnpodgczne)) i
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pami¢ gtowrg, dostp do adresow ktorej jest wykonany z szydke
magistrali [Demmel J. W., 1997].

* Wszystkie danegsumieszczone w pagti gidwnej (RAM).

Oznaczymyn — rozmiar zadanidyl — rozmiar pamici podrecznej, przy czym
M << n . Czas wykonania programu ama oszacowa

t=fO, . +md,. = fO Q1+ otk | 2.1)
arith bus arith

arith

gdzie f, m — ilos¢ operacji arytmetycznych i i$6 transferow danych cache
RAM, taritn, tous — trwanie jednej operacji arytmetycznej i przestgadnego stowa
danych. Zakladamyze wszystkie operacje arytmetyczne gngdnakowy czas
trwania, wartéci taim, thus Nie zaléa od algorytmu i kodu programu (zadetylko
od sprztu), a algorytm dla wykonania danego zadania z funkidzenia
ustawienia matematycznego jest optymalny. Ostatalezenie oznaczaze dla
danego algorytmu ik& operacji arytmetycznych nie da s zmniejszy¢. W taki
sposoOb, pozostaje jedyna Aiwos¢ zmniejszenia czasu obliazeé — zmniejszy
ilos¢ transferéw danych.

Na podstawie przgjych zalaen czas obliczé t w (2.1) zaley tylko od
stosunkum/f. Wprowadmy wskanik wydajnaci

q:i . (2.2)
m

Ta charakterystykagdzie shiy¢ dla oszacowania wydajid algorytméw.

Bedziemy przechowyw@macierze w tablicach jednowymiarowych. Przy tym
macierz mana umidgci¢ w talkg tablicc wiersz po wierszu, albo kolumna po
kolumnie. B dziemy umieszczamacierze w jednowymiarowej tablice wiersz po
wierszu

a; Qp a3 123
a, a, a,|-|4 5 6/,
ay 83, ag; 7 8 9

gdzie liczby 1, 2, 3, ... oznacadolejnas¢ umieszczenia elementéw macierzy w
tablice jednowymiarowej.
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Umieszczenie wektorow w tablice jednowymiarowef jekie

X 1
X | - 2
X3 3

Umieszczenie macierzy blokowej wiersz po wiersai mdane dla przyktadu
4x4 i rozmiaréw bloku 2x2:

A Qp - Q3 Ay 1 2 3 4

a ay A,y Ay, 5 6 : 7 8
(g“ g”j: 0O 0O 0O Ol-|0 ooao al.
aotE22) el Ay, oAy ag 9 10 : 11 12

A 8y - By Ay 13 14 : 15 16

2.1.2 Algorytmy =y +a-X
Zaczniemy od prostego algorytmu saxpy treraa wektora przez skalar.

/lodczyt o i umieszczenie w rejestrze
for(i=1; i<=n; i++)

/lodczyt y i X i
Yi=y it a*™ i
/lzapis y i

Za jedny iteracje taki algorytm wykonuje dwie operacje argtyczne — jedno
mnazenie i jedno dodawanie. Hoiteracji jest rownan. Stgd wynikaze f = 2n.

Zmiennaa nie zaley od indeksu iteracji ¢ili, dlatego najskuteczniej undiei¢
a W rejestrze i utrzymywa tam przy wykonaniu iteracjizeby unikmé
niepotrzebnych fadowarejestru przy kadej iteracji. Przy kazdej iteracji trzeba
jeden raz odczytayi i jeden raz — x Po wykonaniu oblicze zmodyfikowany
element ypowinien by zapisany do pareti RAM. W trakcie wykonania catego
algorytmu trzeba wykorga2n odczytow in zapiséw. llé¢ transferow danych
wynosim = 3n+1, a wskanik wydajnaci jest réwny

q:_:—:—:_, (23)
m 3n+l 5, 1 3
n
KAPITAt LUDZKI Y T
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gdzie dla daych n wartcsciag 1/n mozna pominé w stosunku do 3.
W taki sposoéb, wskaik wydajnaci dla algorytmu saxpy wynosi 2/3 .

2.1.3 Algorytmy = y+Ax

Rozwamy teraz algorytm mn@nia macierzy przez wektor. Diagram
algorytmu przedstawimy w postaci

j

123 (1 1
"1a 5 6let|2|2 2], (2.4)
"7 8 o) M3 '3
- 2 -5 -
A X y

gdzie liczby 1, 2, 3, ... ozhaczdjolejnas¢ umieszczenia elementéw macierzy oraz
wektoréw w tablicach jednowymiarowych. Kierunki elséw g§ oznaczone
strzatkami. Algorytm jest podanyzdj.

for(i=1; i<=n; i++)

/lodczyty i i umieszczenie w rejestr
for(j=1; j<=n; j++)
{
/lodczyt a i X
y i =y ita j*xj;
}
llzapis y i

}

W tym algorytmie dla kadego elementu wektorg wyznacza si iloczyn
skalarny dwoch wektoréw, pierwszy z ktorych jesergzem macierzg, a drugi —
wektorem x. Algorytm powinien wykon& 2 operacji za jedn iteracje ptli
wewretrznej, jaka zawieran iteracji i kedzie powtérzonan razy w ptle
zewretrznej. Oznacza taef = 2.

Elementy; nie zaley od indeksu iteracji ¢ili wewnetrznej i dlatego maze by
umieszczony w rejestrze przed uruchomieniegtli pvewnetrznej i jest cigle
utrzymywany tam a do zakaczenia tej ptli. Wyladowanie do pamci
zmodyfikowanej wartéci y; odbywa sj po zakdczeniu iteracji ptli j. W trakcie
przebiegu algorytmu trzeba wykana odczytow in zapiséw elementéw wektora
y.

Elementy macierzy beda odczytana’ razy (kady element jest odczytywany
tylko jeden raz) w tej kolejrimi, w ktérej pozostate umieszczone w tablice
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Elementy wektora beda odczytane tylko jeden raz przy pierwszym wykonaniu
petli j, jesli rozmiar pamgéci podrcznej zezwala na przechowywanie catego
wektorax . Przy tym lgdzie zrobionen odczytow. Jéi rozmiar zadania jest na tyle
dwzy, ze x wektor nie jest w stanie zm@¢ sig w pameci podrcznej, to jego
elementy bda odczytywane ponownie przy x&ym uruchomieniu gli j. W takim
przypadku bdziemy mielin? odczytéw dla elementéw wektoxa

llos¢ transferéw danych dla catego algorytmu wymasi n?+3n , jesli M > 2n i
m= 2n’+2n, jesli M < 2n.

Wskaznik wydajngci jest rowny

f 2n? 2
q:a—n2+3n:—3=2, M =2n
1+=
n (2.5)
f 2n? 2
q=—-= > 2:1 M <2n
m 2n“+2n 24+
n

Wydajnai¢ drugiego algorytmu okazujegsivyzsza od pierwszego zagadnienia,
nie patrac na to,ze tak w pierwszym zagadnieniu, jak i w drugim wsiil
wydajnagci nie zaley od rozmiaru pargci podkcznej. Oznacza toze te
algorytmy g skazane na wykonanie z ¢dkoscia wolnej magistrali, a nie
szybkiego procesora [Demmel J. W., 1997]. &&8ienie cestotliwosci zegara
procesora albo objosci pamici podiecznej nie powoduje istothego przyspieszenia
obliczea.

Rozwamy przyktad. Zatamy, ze trwatc¢ transferu jednego stowa wynosi ~40
cykli procesora. Dla algorytmg = 1 oznaczaze na jedn operacgt arytmetyczy
przypada jeden transfer danych. Jeden cykl procemgyje na operacje
arytmetyczgn. Pozostate 39 cykli, natomiasi puste, poniewa procesor bdzie
oczekiwal na dostarczenie danych.

Tu nie zostaly uwzghdnione prefetchi ten fakt, ze tadowanie danych do
pamici podecznej jest wykonywane nie stowo po stowie, a gruipahdw,
umieszczonych w cache-linie. Jedaakto nie zmienia sytuacji w cafo.

2.1.4 Algorytm C = C+AB

2.1.4.1 Algorytm klasyczny (naiwny)

Istnieje kilka modyfikacji algorytmu mrienia macierzy przez macierz [Golub,
Van Loan, 1996]. Rozwany algorytm przy umieszczeniu kolefwd petli i, j, k.
Taki algorytm jest najezciej podawany w poradnikach matematycznych, a jego
diagram jest przedstawiony w postaci
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gdzie liczby 1, 2, 3, ... oznacadsolejnas¢ umieszczenia elementow macierzy w
tablice jednowymiarowej. Kierunki indekséw sznaczone strzatkami. Algorytm
jest zrealizowany doktadnie tak, jak jest podangosadnikach

C|j+:zn:aikbkj- iij[l n] ) (2.7)
k=1

i dlatego dostat nazmalgorytmu naiwnego. Algorytm ten jest podanyefi
for(i=1; i<=n; i++)
for(j=1; j<=n; j++)

/lodczyt ¢ i 1umieszczenie w rejestrze
for(k=1; k<=n; k++)

/lodczyt a ik @ K
C j =C j +ta k*by ;
}
[lzapis ¢ i

}
}

Petla wewretrzna algorytmu przedstawia spbbliczenie iloczynu skalarnego
dwéch wektoréw, pierwszy z ktérych jest wierszénmacierzy A, a drugi —
kolumrg j macierzyB.

Dla macierzy kwadratowych algorytm wykonuje® Dperacji arytmetycznych —
f=2n

Elementy macierz{ nie zalgg od indekswk, dlatego element; jest fadowany
do rejestru przed uruchomieniemtlpwewnetrznej i pozostaje tam dgt, dolad
petla j nie skaiczy se. Wytadowanie z rejestru do pagni odbywa s¢ po
zakaczeniu gtli. Takim czynem dla elementéw macier@ymamyn? odczytéw i
n? zapisow.

Elementy macierzyB zaleza od dwoch ostathich indekséw — przyzégm
uruchomieniu ptli k elementy macierz8 powinny by odczytane ponownie —
mamyn® odczytow.
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Elementy macierzyA beds odczytanen? razy, jéli objetos¢ pamici podrcznej
jest wystarczaca dla przechowywania calego wierszamacierzy A. W
przeciwnym wypadku przy kdym uruchomieniu gli k elementy macierzyA
powinny by odczytane ponownie, czyli #6 odczytéw ledzie wynost n®.

llos¢ transferéw danych RAM — cache — RAM wynosE n*+3n?, jesli M > 2n,
albom = 2n®+2r?, jesli M < 2n. Stad otrzymujemy wskznik wydajndci:

3
q:f_: 32n 5 2322, M= 2n
m n°+3n 143
¢ on? 1“ . (2.8)
q=—=—-= 5 = 1:1 M < 2n
m 2n°+2n 1+
n

Ten algorytm wykazatl najmniejgsavydajna¢ (rys. 2.1), poniewa elementy
macierzy B w petli wewrgtrznej @ pobierane skokowo - w tablicy
jednowymiarowej elementy gsumieszczone wiersz po wierszu, a algorytm
odczytuje ich kolumna po kolumnie. Powoduje to wypadku duych macierzy

bardzo nie skuteczny sposéb dziatania uktadu ganii jako skutek, drastyczne
zwolnienie oblicza.

2.1.4.2 Usungcie skokdw danych przy odczytywaniu elementéw maaiey B

Przestawimy poreidzy soly petli o indeksachj, k . Zmodyfikowany algorytm
ma wyghd

for(i=1; i<=n; i++)
for(k=1; k<=n; k++)

/lodczyt a ik 1umieszczenie w rejestrze
for(j=1; j<=n; j++)

/lodczyt ¢ i b K
C j =C j *a k*by ;
llzapis c i

}
}

W petle wewretrznej algorytm wykonuje mrmenie wektora przez skalar,
poniewa element macierzgy nie zaley od indeksu gtli wewnetrznej i dlatego
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moze by umieszczony w rejestrze przed rozpmiem tej ptli i ciagte tam
pozostawé do jej zakéczenia. W samejgble wierszk macierzyB jest mnaony
poprzez skalaax, w skutek czego dostajemy poprawiony wielisanacierzyC .
Algorytm wykonuje 2° operacji arytmetycznychf= 2nd,

llos¢ transferéow danych RAM — cache — RAM wynasi = n*+3n? , j&sli
M > 2n, albom = 3n®+n?, jesli M < 2n. Uzasadnienie tych wynikéw pozostawiamy
czytelnikowi jako¢wiczenie. S4d dostajemy wskanik wydajnaci:

3
q:i: 32“ 5= 2322, M =2n
m n’+3n 142
f 2n® 2n 2 ' (2.9
q=—-= 3 > = 1:_’ M <2n
m 3n°+n 34— 3
n

W uzytym przez nas modelu teoretycznym nie byto braoeé pwag istotne
zwolnienie pracy algorytméw przy skokowym pobietardanych z pamci
gtéwnej. Dlatego wskanik wydajndci dla macierzy diych (M < 2n) okazuje sj
by¢ nawet gorszym, niw przypadku poprzednim, chogiav rzeczywistéci
algorytmi, k, j dziata znacznie szybszej (rys. 2.1), poniewikoki w danych przy
odczycie elementow macierB/pozostaj usungte.

2.1.4.3 Podziat macierzy na bloki — blokowanie pargi podrecznej

Podzielimy kada z macierzyA, B, C na bloki kwadratowe takeby w pamgci
podrecznej mana by byto umigci¢ po jednym bloku z kalej macierzy. Bdziemy
zaktadd@, ze rozmiar zadanian jest wielokrotny rozmiarowi bloku,. Takie
zalazenie nie obrda ogodlndci wnioskdéw, poniewa naszym celem jest
wyjasnienie, jakie czynniki wptywaj na podniesienie wydajsa. W algorytmach
rzeczywistych, przeznaczonych dla praktycznego osastania, prograrfgi
stosuj tak zwane podkitadanie — znajglujajwickszy rozmiar zadania; < n taki
ze m%l, =0 (reszta od dzielenia: przezl, jest réwna zeru, czylim jest
wielokrotny doly ). Przy tym gtéwna ¢&¢ zadania bdzie wykonana na podstawie
algorytmu blokowego, a niewielka pozostalaséz— algorytmu naiwnego (rys.
2.2).
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Ny

Rys. 2.2 Podktadanie: znajdujemy taki ngjeizy rozmiam: < n ze n1 jest wielokrotny rozmiarowi
blokulb. Dla zakreskowanej ¢gci macierzy stosujemy metedblokows, a dla pozostatej — meted
naiwng

Podziat macierzy na bloki dla przyktadu o rozmiarge4 oraz kierunki
indeksow blokowyclib, jb, kb s3 przedstawione na diagramie

12 3 4 12 3 4 12 3 4
5 6 7 8 56 7 8 5 6 7 8
—— — —— —— —— —
l Cll C12 l All A12 l Bll BlZ
...................... FI s e [ L T
ibj 9 10 11 12 ibl 9 10 11 12| kbl 9 10 11 12
13 14 15 16 13 14 : 15 16 13 14 15 16
— — — — — —
C21 CZZ AZ:L A22 BZ:L BZZ
C A B
Dla macierzy blokowej stosujemy dziatania nad bioka
Nb o
Cinib =Cipjp + ZAib,kbl:Bkb,jbv ib, ij[l, Nb] (2.10)

kb=1

Pozostawiamy czytelnikowi udowodnienige algorytm blokowy doprowadzi
do doktadnie takich samych wynikow jak i algorytmykty. Tu Ny — ilos¢ blokow
wzdtuz jednego boku macierzy (rys. 2.3). Dla podaneggktaziu N, = 3.
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lo

Rys. 2.3 Podzial macierzy na bloki o rozmiatze

Algorytm metody blokowej wyglda tak:
for(ib=1; ib<=Nb; ib++)
for(jo=1; jo<= Nb; jb++)

/lodczyt bloku C ibjo | UMieszczenie w cache
for(kb=1; kb<= Nb; kb++)

/lodczyt blokéw A ibkb B kbjb
C bjp =C ibjp +A ibko ‘Brojp ;

}
[[zapis bloku C ib,jb
}
}

Przy mnaeniu blokéw w ptli wewnetrznej jest dywany algorytm naiwny.
Poniewa bloki zostaty umieszczone w paoi podkcznej nie wysipuje
drastyczne obwnenie wydajnéci w skutek skokoéw przy pobieraniu elementéw
bloku Bu,jb.

llos¢ operacji arytmetycznych wykonanych przy jednejraiog petli
wewretrznej, wynosi2|b3. llos¢ iteracji przy wykonaniu catego zadania jest rowna

N2, dlatego algorytm wykonujef =2I°N>=2n° operacji arytmetycznych,

poniewa n=I N, (rys. 2.3). Jest to doktadnie tyle, ile wykomulgorytmy

naiwne.
Indeksy bloku G, nie zalea od indeksu iteracji gili wewnetrznej kb, std
wynika ze blok G, bedzie odczytany do pagti podecznej przed

uruchomieniem ¢li wewnetrznej, a zapisany do pagoi gldbwnej — po
UNIA EUROPEJSKA
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zakaczeniu gtli kb [Demmel J. W., 1997]. Ik& transferow danych dla blokow

macierzyC przy wykonaniu catego zadania wynosi

2
2NAI2 :2N§(Nij =2n?.

15

Rozmiar blokuly jest dé¢ duzy, dlatego kada zmiana indekséw algorytmu
powoduje ponowne tadowanie blokow maciefzyB do pamgci podgcznej. To

oznaczaze ilos¢ odczytow dla tych macierzy razem wynosi

2
N2 =2NS[NLJ = 2N,n? .

b

I5

llos¢ transferéw danych dla algorytmu blokowego wynosi

m=2N,n? +2n? = 2n?(N, +1)= 2n°N, ,

a wskanik wydajnaci —

Im wigkszy rozmiar bloku, tym wisza jest wydajni@ algorytmu. Przy czym

rozmiar bloku jest ograniczony warunkienze trzy bloki

powinny by

umieszczone w pagti podrcznej 3|§ < M . Std wynika,ze optymalny rozmiar

bloku jest rowny

a wydajnd¢ algorytmu blokowego —

el

g=
KAPITAt LUDZKI Y
NARODOWA STRATEGIA SPOINOSCI m
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Dla algorytmu blokowego wydaj’é rosnie przy zwekszeniu rozmiaru parti
podrcznej.
Wré¢my do przyktadu z rozdziatu 2.1.3. Teraz nasz poc@odczas kalego

transferu danych powinien wykafhaf =qn1m:1=‘/% operacji arytmetycznych.

Przy wystarczajco duzym rozmiarzeM ilos¢ pustych cykli kdzie dyzy¢ do zera.

Wydajna¢ algorytmow algebry liniowej przgfo odnost do jednego z
pozioméw BLAS (Basis Linear Algebra Subroutinesbiblioteka wysokiej
wydajnaci typowych procedur algebry liniowej) zgodnie zedem operacji
arytmetycznych Q). BLAS 1 — Of'), BLAS 2 — O(?, BLAS 3 — O(°) —
tab. 2.1. Jednz najlepszych realizacji BLAS zawiera [Intel MKL].

Tabela 2.1.
Klasyfikacja algorytméw algebry liniowej wedtug BLAS
f _
Algorytm q=— Poziom BLAS
m
y=y+alx 2/3 1 - 0f)
C=C+AIB 2 (M=>2n) ~
Classic i, j, k 1 (M<2n) 3-0¢°)
C=C+AIB 2 M=>2n) ~
Classic i, k, j 2/3 M < 2n) 3-06%)
C,\3A=C+A[B q= M 3-0¢)
etoda blokowa 3

Algorytmy pozioméw 1, 2 BLAS pracgjna niskim poziomie wydajsoi
(q<2) z pedkoscia wolnego uktadu pamaci. Przyczym tego jest to,ze oni
zawierajy ilos¢ danych takiego samegoedu, jak i ilcs¢ operacji arytmetycznych.
Przy tym nie ma madiwosci wielokrotnego wykorzystania szybkiej paitii
podrcznej.

Dla algorytméw poziomu 3 BLAS ikg operacji arytmetycznych jest giiszego
rzedu w stosunku do ikei danych. Takie algorytmy maj przynajmniej
teoretyczg mozliwosé wielokrotnego uwycia danych, ktére zostaly jeden raz
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umieszczone do pagui podrcznej. Algorytmy naiwne nie potrafi tego
zrealizowd, i wydajnag¢ okazata si dla nich nie wgksza nk dla algorytméw
poziomu 1, 2 BLAS. Dla algorytmu blokowego podnégse wydajnéci okazato
sie mazliwe w skutek tegoze dane, jeden raz umieszczone w pénpiodrczm,

byly wielokrotnie odczytywane z szybkiej pawi podiecznej, a nie z wolnej
pamkci gtownej. Ta technika dostatla nagveache reuse, podstavku temu
postwyt podziat macierzy na bloki.

2.1.4.4 Blokowanie rejestrow

Dotad rozwaalismy transfer danych powgdzy pamécig gidwrg a pamgcia
podrczrg. Teraz zajmiemy gipoziomem pamgt podrczna — rejestry — pagd
podrczna.

Okazuje sj, ze zastosowanie techniki blokowej zmniejszasdldadowania
rejestrow i realizuje zasadze dane, ktére zostaly umieszczone jeden raz w
rejestrze, powinny Wy wielokrotnie uyte (register’s reuse). Tak samo, jak i w
przypadku blokowania pagti podicznej, stosowanie techniki blokowej na
poziomie rejestrOw procesora (register's blockidgprowadza do podniesienia
wydajnaci algorytmu.

Rozwamy algorytm Gpjo = Cojo + Aibkb Bawjp , 9dzie Askb , Buojo , Ciojp S 1O
bloki macierzy, umieszczone w patii podecznej.

Najpierw zastosujemy do maenia tych blokow algorytm naiwnyk, j.

for(i=1; i<=lb; ++i)

for(j=1; j<=lb; ++j)
{

r=0;
for(k=1; k<=lb; ++k)
{
r=r+a ik ‘b K
}
Cij =1,

}
}

Tu r — zmienna klasy pamti register ktéra ma by przechowywana w
rejestrze podczas wykonania catejlipwewnetrznej, aix, bix — elementy blokéw
Aib kb, Brojp 0dpowiednio. Po zakezeniu pgtli wewngtrznej wartéé zmiennejr
bedzie przypisana do; — elementowi bloku €. W petli wewnetrznej liczy se¢
iloczyn skalarny, przy czym pierwszym wektorem jesérsz i bloku Apkn, @
drugim — kolumnaj bloku B jb.

Policzymy ilas¢ operacji arytmetycznych i i#0 tadowa rejestrow. Za jedn
iteracje ptli k jest wykonywane 2 operacje arytmetyczne (jednozemie i jedno
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dodawanie) i 2 tadowania danych do rejestréw (efgynaw, bi). Przy wykonaniu
catego zadania instrukcja kodu wtlp wewnetrznej kedzie powtérzonan® razy,
czyli bedzie wykonana 12 operacji arytmetycznych oran2tadowa do rejestrow.
Wskaznik wydajnaci wynosi

W taki spos6b mma policzy¢ tylko wskanik wydajndci dla jednej iteracji
petli wewnetrznej. Dla algorytmu naiwnegg = 1, a dla jego wykonaniag s
niezlxdne 4 rejestry typuouble — jeden rejestr — dla, dwa rejestry — dla
elementéw aix, bk i jeden rejestr — pomocniczy, dla umieszczenia ikyn
posredniego przy wykonaniu maenia, poniewana poziome asemblera migmie
jest operagj binarry, przy czym wynik bdzie umieszczony do adresu pierwszego
operanduZeby zachowé& wartas¢ pierwszego operandu bez zmian, trzeba przed
mnazeniem skopiowa jego do rejestru pomocniczego, w ktérym po wykaonan
operacji mnaenia okae sk wynik.

Rozwamy teraz algorytm mnenia blokow macierzy przy blokowaniu
rejestrow w schemacie 2x2.

for(i=0; i<lb; i+=2)

for(j=0; j<lb; j+=2)
{

/Ir0, r1, r2, r3 ~ 0 —wyzerowujemy rejestry, w
/lktérych b edziemy przechowywali elementy macierzy C
for(k=0; k<Ib; ++k)
{
r0=r0+a kb
ri=rl+a it1k ‘b;
r2=r2+a ik b
r3=r3+a itk Dk ;
}
c i +=10;
C i+1j *+=rl;
C i+ *+= r2;
C w1jar +=13;

}

Petla i jest inkrementowana ze skokiem 2. To oznageanacierzyAipx» oraz
Cibjb beda podzielone na poziome pasma o szefok@ (rys. 2.4). Btla j tez jest
inkrementowana ze skokiem 2. MacieBy j» i Cinjp bedg podzielone na pionowe
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pasma o szerokoi 2. MacierzCijb WigC bedzie podzielona na klatki o rozmiarze
2x2 .

—K S L

Ao B ko0 Cop

Rys. 2.4 Graficzna interpretacja algorytmu blokoiaaejestrow 2x2

Zeby otrzyma wynik poprawny, trzeba rozwag petle wewretrzng o wartgci
indeksowi+1, j+1. Oznacza tae w petli wewnetrznej zamiast obliczenia iloczynu
skalarnego przy wykonaniu operacji skalarno-wekigieh, jak to byto robione w
algorytmie naiwnym, liczymy iloczyn macierzy zakkesianych na rys. 2.4, przy
czym otrzymujemy warkei elementow macierz\Cijr W klatce 2x2. % to
elementyc;j , G, j, Cij+1 , C+1j+1 . Elementy te nie zate od indeksu iteracji gli
wewretrznej, dlatego $ przechowywane w rejestragl® — r3 przy wykonaniu
iteracji petli wewnetrznej. Wytadowanie danych z tych rejestréw do pami
odbywa s¢ po zakaczeniu gtli k . Za jedn iteracje ptli wewnetrznej trzeba
wykon& 4 mnaenia i 4 dodawania (razem — 8 operacji arytmetyczpyraz 4
tadowania elementow macieray , a1k , by , bkj+1 do rejestrow. W algorytmie
elementy te zostaly podkdene. W taki sposéb, blokowanie rejestrow 2x2
doprowadzito do tegoze w tli wewnetrznej kady element jest jeden raz
tadowany i dwa razy aywany w wyraeniach arytmetycznych. Wshkak
wydajngci wynosi g = 8/4 = 2. Jest to w dwa razycedj niz dla algorytmu
naiwnego.

Dla wykonania tego algorytmuetla potrzebne 8 rejestrow: 4 rejestry dla
elementow macierz€i b, 2 — dla elementéw macierdy,x i 1 — dla elementéw
macierzyBu,jp. JeSzcze jeden rejestr potrzebujemy dla przechawyamwynikow
operacji mneaenia. Taki algorytm mae by uruchomiony na platformie 32-
bitowej, poniewa s3 dostpne 8 rejestréw dla liczb typlouble Na platformie 64-
bitowej mamy dospnych 16 takich rejestrow. Dlatego ey zastosowa
rozmiar bloku 3x3. Potrzebuje to 9 rejestrow dlanentow macierz\Cijp, 3
rejestry dla elementéw maciery, w, 1 rejestr dla elementow macieBy,jp i 1
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rejestr pomocniczy — razem 14 rejestrow. W jedtegacii gtli wewnetrznej leda
wykonane 18 operacji arytmetycznych i 6 tadéawdo rejestrow. Wskanik
wydajnaci jest rowny g = 18/6 = 3. Przedstawiam czytelmikanozliwosé
samodzielnego stworzenia algorytmu blokowania tejes 3x3 i udowodnienia
tego, co wyej zostalo przedstawione.

Dla rozmiaru zadanidN = 1000 w tabeli 2.2 jest podana wyddjhalla
algorytmu naiwnegoi{ j, k), algorytmu blokowania rejestréw 2x2 i algorytmu
blokowania pamici podecznejl, = 64 oraz blokowania rejestrow 2x2 — procedura
dgemmBLAS 1989 [Dongarra, Mayes, di Brozolo , 1989].

Obliczenia byty wykonane na komputerze z procesargei® Core™2 Quad
CPU Q6600 @2.40 GHz. ProgralgemmBLAS 1989 zostat pobrany z Internetu i
przepisany z Fortranu na C (gednik 2).

Tabela 2.2
Poréwnanie wydajniei (MFLOPS) algorytmowC = C+A-B
Algorytm naiwny ijk 300
Algorytm blokowania rejestrow 2x2 2 600
Algorytm blokowania cachdu=64) oraz rejestrow 2x2 (BLAS 1989, J. Dongarrg) 23 1

Wszystkie programy zostaty skompilowane kompilatotatel C/C++ 10.1.021
przy opcjach /O3 /QaxT /QxT /Qunroll:10 /Qparallel.

2.1.4.5 Wektoryzowanie oblicz& a uzycie rejestrow XMM. Techniki
oprogramowania SSE2, SSE3 .

Nastpnym etapem podniesienia wydajob jest zastosowanie elementéw
wektoryzowania oblicae Procesory Pentium IV, Pentium Dual-Core, Intel®
Core™2 Quad, Intel Core i5, Intel Core i7 i wielnych zawieraj 16 128-
bitowych rejestrow XMM, kady z ktorych umieszcza dwa stowa typgouble
Takie rejestry nadaj mozliwos¢ w jednym cyklu procesora wyko®adwa
mnazenia lub dwa dodawania. W poréwnaniu ze zwyklyrjgstami typudouble
ktére mog wykonywa tylko jedry operacje (mnzenie lub dodawanie) za jeden
cykl procesora, zycie rejestrow XMM teoretycznie zezwala poddievydajncé
algorytméw obliczeniowych, i nie powstaje przy tym zatrzymanie transferu
danych RAM — cache — RAM, cache - rejestry — cachest to element
architektury SIMD (single instruction stream — npli data stream). Jeszcze kilka
lat temu zastosowanie rejestrow XMM byto thave tylko w jezyku assemblera.
Teraz technologie SSE2, SSE3 (Streaming SIMD EkiessSSE2, SSE3) dgj
mozliwos¢ programowania zayciem rejestrow XMM na poziomieiyka C/C++
[SSEZ2].

Dla podniesienia wydajsoi jest stosowane blokowanie rejestrow XMM.
Istniejs r6zne schematy blokowania. Dla aplikacji 32-bitowygiatforma ia32)
dostpnych jest tylko 8 rejestrow XMM. & i blokowanie odbywa eiw
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schemacie albo 2x4, albo 4x2. Na rys. 2.5 jestdstagviony schemat blokowania
2x4 rejestrow XMM, wywany dla procesoréw Pentium IV architektury Préseo
Opteron [Goto K, Van De Geijn R A, 2008].

0000 [
| eeee .- e |
[ i k
Cibjb Aib kb Bio jb

Rys. 2.5 Schemat blokowania 2x4 rejestrow XMM

Przy jednej iteracji ¢tli wewnetrznej mamy 16 operacji arytmetycznych oraz 6
tadowai danych do rejestrow. Wskaik wydajngci q = 16/6 = 2.67.
Fragment kodu, napisanego w technice SSE2, jestigtawiony poriej.

#include <emmintrin.h>

#include <intrin.h>

_ . m128dc1l, c2, c3, c4, w, wl, wt, wtl;//s a potrzebne 8
IIrejestrow XMM

const int mr = 2;

const int nr = 4;

for(i=0; i<lbv; i+=mr)

for(j=0; j<Ibh; j+=nr)
{

pWt = WT+M?%*j;//wskazuje do Bkb,jb ; M —ilo ¢ wierszy
/lw bloku Bkb,jb
pW = W+i*M; //wskazuje do Aib,kb ; M —ilo $¢ kolumn

/lw bloku Aib,kb
/[ wyzerowujemy rejestry c1 — c4 dla elementéw bloku
I/ Cib,kb
cl = _mm_setzero_pd();
c2 = _mm_setzero_pd();
c¢3 = _mm_setzero_pd();
¢4 = _mm_setzero_pd();

for(k=0; k<M; k++)
{
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w =_mm_loadl_pd(pW); /lload w <- a ik, @ ik
wt =_mm_load_pd(pWt); /lload wt <- b KD K
wtl = _mm_load_pd(pWt+2);//load wtl <- b kj+2 5 D Kkj+3
wl =_mm_mul_pd(w, wt);//{a ik bij, @ ik b} wil<-w*wt
cl=_mm_add_pd(cl, wil);//{c i, C i }<-{c j,c ip1 I+
IKa ik DK, @ ik brj+ }
wl=_mm_mul_pd(w, wtl);//{a ik Dkje2 , @ ik bk }
Iwl<-w*wtl
c2 =_mm_add_pd(c2, wil);//{c ij#2 , C ij3 }<-
I{c ij2 , C i3 }Ha kb2 @ ik brjs }
w =_mm_loadl_pd(pW+1);//load w <- a Lk , 8 i1k
wl=_mm_mul_pd(w, wt);//{a i+1k Dij, @ w1k brjer }:
[Iwl<-w*wt
c3 =_mm_add_pd(c3, wil);//{c i+1j ,C i1 }<-
I{c i1 ,C e 1H@ w1k D, @ i1k brjer }
wl=_mm_mul_pd(w, wtl);//{a i1k Dij, @ w1k brjer }:
[Iwl<-w*wt
c4 = _mm_add_pd(c4, wil);//{c i+1j+2 , C 13 }
/I<- {C i+1j+2 , C i+1j+3 }+{a i+1,k bk,j+2 , a1k bk,j+3 }
pW += mr;
pWt+= nr;
}
pos_CW = mr¥j;

/lwytadujemy z rejestrow do bloku Cib,kb
_mm_store_pd(CW+pos_CW, cl);
_mm_store_pd(CW+pos_CW+2, c2);
_mm_store_pd(CW+pos_CW+4, c3);
_mm_store_pd(CW+pos_CW+6, c4);

Yl/j loop
Yli loop

Dane dla tabli@w,j», Cibjo maj by¢ wyréwnane do granic 16 bajtow poniewa
Sa one zatadowane przy pomocy instrukcyjnm_load_pd()oraz wytadowane
instrukcp _mm_store_pd(PDlatego § uzywane funkcje [MSDN]:

ptr_A = (double *)_aligned_malloc(number_of_bytes, 16),
_aligned_free(ptr_A).

Tu ptr_A — bufor pamgci, ktory alokuje sj dynamicznie z wyréGwnaniem na
granig; 16 bajtow by, Ibh —ilos¢ wierszy i ilas¢ kolumn bloku macierzZi, j, oraz
ilos¢ wierszy w blokuAipk, i ilo$¢ kolumn w bloku macierzBisj, M — ilos¢
kolumn bloku Aipxe, Oraz ilg¢ wierszy bloku By . Indeksy iteracjii, ] 3
inkrementowane ze skokammr, nr odpowiednio. Powoduje to podziat bloKi j»

b ||‘ UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI VAN EUROPEJSK|
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI m FUNDUSZ SPOLECZNY

45




URMIA EUROPEISKA
EURDPEJSE]

FUMIDUSE SFOLECINY

KAPITAL LUDZKI

FARDDOWA STRATECIA SPOINDACI

na klatki o rozmiarzenr x nr, bloku A, — Na pasma poziome o szerdkianr, a
bloku B jo — na pasma pionowe o szerégianr (rys. 2.6).

. ok Ny

n V] n,
533
- > =

JEl | 2888 2 £ oo ° l

Ie! = .

e | .

I ! 0000
oh Ibh
Cib,jo Ap kb By jb

Rys. 2.6 W ptle wewretrznej obliczamy iloczyn podmacierzy wydzielonych

Dla wspierania potokowego przetwarzania danygtapvewretrzna pozostaje
rozwinieta Ki razy. llgg¢ uzywanych rejestrow XMM nie zaky od Ki. W
zaleznosci od typu procesor&: maze osaggm¢ 90 — 120 razy [Yotov K., Roeder
T., Pingali K., Gunnels J., Gustavson F., 2007]pisiana w taki sposébeta
wewretrzna dostata nazwmikrojadra (microkernel).

2.1.4.6 Podziat macierzy na bloki, pakowanie danychvedtug Intel Math
Kernel Library, mikroj adro.

Dlatego, zeby zminimalizowa "read miss" (cache-chybienie przy odczycie),
dane maj by¢ umieszczone w pagti gtownej w kolejnéci ich pobierania.
Bedziemy to nazywékolejncicia optymalr.

Jednak pierwotne umieszczenie danych wdkaz macierzy i w blokacBi o,
Aibks, Bibjp nie odpowiada takiej kolejgoi. Z tego wynika konieczro
przepakowania danych.

Istnieje kilka r@nych sposobéw przepakowania.

Algorytm przepakowania procedury DGEMM BLAS z 19®%&u dla macierzy,
umieszczonych w paggi gtownej kolumna po kolumnie, wygla tak (zajcznik
2):

for(ib=0; ib<Nb; ++ib)
{
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for(kb=0; kb<Nb; ++kb)
//Pack Aib kb
for(jb=0; jb<Nb; ++jb)
{

}

Chbjp +=Abkb *Bkojp

}

Pakowanie elementéw bloki, v odbywa s w taki sposobze po wykonaniu
catego zadania algorytm faktycznie pracuje z magierelementy ktorej
umieszczoneasw pameci tak, jak to jest pokazane na rys. 2.7 . Takieopaanie
jest optymalne poniewaw trakcie wykonania catego zadaniasdotransferow
danych nie przekracza #d elementéw macierzyA. Po pakowaniu elementy
bloku Ainx» S3 umieszczone w pagti dokladnie w takiej kolejniei, w jakiej lpda
pobierane w gtli wewnetrznej. Przy tym bdzie potrzebna jedna dodatkowa tablica
dla przechowywania przepakowanego bloku o rozmigrte

.,
o
——
—

Rys. 2.7 Pakowanie elementéw bloki kb

Algorytm mnazenia blokow Cip jp+=Aipxo* Brojp Uzywa blokowanie rejestrow
double 2x2:

for(j=1; j<lb; j+=2)
{
for(i=0; i<lb, i+=2)

/I wyzeruj rejestry dla bloku Co,jb
t11 =t12 =121 =122 = 0;
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for(k=0; k<lb; ++k)

{
tll=tll+a ik "D ks
tl2=tl12+a i1k D
121 =121 +a i bk
22 =122 +a itk Dk g

}

C j =t11;

C i+l =112;

C jj+1 =121;

C irijr1 = t22;

}
}

Teoretycznie optymalny rozmiar bloku pma dosté z warunku,ze trzy bloki
Aib kb, Bib,jb, Cibko POWINNY S miesci¢c w pameci podecznej. Jéli bra¢ pod uwag
tylko rozmiar cache L1, to

3m%gﬁ|f:i,

skad przy L1=32K = 32*1024 = 32 768 bajtow albo 32 /8& 4 096 stdéw
double dostajemy, = 36.95— 36 — 40. Testy pokazupge optymalny rozmiar
bloku wychodzi wgkszy, poniewa w podanym oszacowaniu hie byla wta pod
uwag: obecné¢ pamkci podrecznej L2 (L3).

W procedurze DGEMM z biblioteki Intel MKL jestyty inny podziat na bloki
(rys. 2.8) [Goto K, Van De Geijn R A, 2008].

Algorytm na poziome mn@nia blokéw wygida nastpujaco

for(kb=0; kb<Nb; ++kb)

//[Przepakowanie bloku Bio
for(ib=0; ib<Nb; ++ib)

/I Przepakowanie bloku Alb kb
Co +=Abko * Bro
}
}

Tu macierz A jest podzielona na bloki kwadratowe o0 rozmiarzglp.
Zaktadamy, ze rozmiar zadania jest wielokrotny do rozmiaru blokW
przeciwnym wypadku trzebazy podktadania (rozdziat 2.1.4.3). MacierByi C
s3 podzielone na pasma pionowe o szetokh. Przepakowanie blokbw macierzy
A i B jest optymalne (patrz rozdziat 2.1.4.5). Wtlipwewngtrznej wykonujemy
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mnazenie blokow macierzLin+=Ai kv*Bkn przy blokowaniu 2x4 rejestrow XMM
(algorytm zostat podany wgj). Dla minimalizowania iléci chybien w paméci
podrcznej jest wykonane przepakowanie blokéw maciems. (2.9) wedtug
przyjetego schematu blokowania rejestrow XMM.

— kb =1 —— =1 ——
,L kt£ —|b
A B C
nr nro_
El] o =3 55
Aibko Bio Ci

Rys. 2.8 Podziat na bloki wedtug Intel MKL (na géyoraz podmacierzezywane w gtli
wewretrznej przy blokowaniu rejestrow XMM 2x4

nro nr
£ / /
2 7 [ ] -
/] J J
TR N
Aib ko Bio Cio
L‘ n\r |
E]
9 ; ° = 0
/|
I

Rys. 2.9 Pakowanie danych przy blokowaniu rejest®M mrxnr. Z dotu § podmacierze, ktére
powinny by umieszczone w buforze TLB

b ||‘ UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI VAR EUROPEJSKI |
NARODOWA STRATEGIA SPOJINOSCI m FUNDUSZ SPOLECZNY

* o

49



URMIA EUROPEISKA
EURDPEJSE]

FUMIDUSE SFOLECINY

KAPITAL LUDZKI

FARODOWA STRATEGIA SPOINGAC

Z punktu widzenia wydajrigi obliczer przy wykonaniu ptli wewnetrznej w
cache L1 maj by¢ umieszczone bloki danych, zakreskowane na ryqd®#, oraz
klatka macierzyCi, 0 rozmiarzemxn,. Std wynika:

L,-m [n
l,(m +n)+m m =L, - 'bzﬁ (2.12)

Z innej strony rozmiar danych, umieszczonych w eatf?, nie powinien
przekroczy¢ rozmiaru TLB — Translation Lookaside Buffer. Testiccache CPU
uzywany przez nakdzie sterowania pagtia dla przyspieszenia translacji
adresow wirtualnych w trakcie mapowania adresoéwtualnych do pamgci
fizycznej. Wiele procesoréw w tym procesory x86ywaja tego uradzenia. Jdi
obszar danych przekracza rozmiar TLB, dpstio tych danych idzie znacznie
wolniej. Jali chybienia przy odczycie w pagui podrecznej mana ukry za
pomog prefetch'u, to chybiew buforze TLB ukry¢ nie da sj.

Drugi warunek — nie przekroczenie rozmiaru bufokd przy wykonaniu ptli
wewretrznej (dane, oznaczone na poprzednim rys 2.9; dof)

I,2+2n 1, =TLB - |, =n2+TLB-n, (2.13)

Z tych dwoch warunkéw trzeba wyldrden, ktory doprowadzi do mniejszego
rozmiarul,. Na przyktladm = 2,n, = 4, TLB = 256 K (Pentium IV, Pentium Dual-
Core), L1 = 32 K. To oznaczae L1 = 4096 stow double, TLB = 32 768 stow
double Ze wzoru (2.12) otrzymujemy, = (4 096-2*4)/(2+4) = 681 oraz z (2.13)
wyznaczamyl, = \[22+32 768] - 2 = 179. s optymalna wartg I, = 176,
poniewa Ip musi by wielokrotna dan, = 4.

Technologie EM64t (system operacyjny 64 bitowy) ukyrzag obecnéc 16
128-bitowych rejestréw XMM. Wic blokowanie rejestréw oraz pakowanie danych
powinny odpowiadaschematowi 4x4 n§ =n, = 4).

Dla takiego algorytmugspotrzebne 8 rejestréw dla elementow maci€Czy 2
— dla elementéw macierZin ko, 1 rejestr — dla elementéw maciey, i 1 rejestr
pomocniczy dla przechowywania wynikdw operacji ewia. Na kadej iteraciji
petli wewnetrznej mamy 8 tadowado rejestrow i 32 operacji arytmetyczne, czyli
g=32/8=4.

b ||‘ UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI VAN EUROPEJSK|
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI m FUNDUSZ SPOLECZNY

50

* X

* X x

* o




URMIA EUROPEISKA
EURDPEJSE]

KAPITAL LUDZKI

RARODOWA STRATECIA SPOINOACI FLMIDUAE SPOEBCINY
nr - M nr
o000
- >
0600 = (-] L]
> E 0000 | £ E£loo o i
O 0600 += o o|°
- 0000 i 0o o| k
'l ' 0000
lbh . Ibh
Cibjo Ab kb Bio jb

Rys. 2.10 Schemat blokowania 4x4 rejestrow XMM

2.2  Rozwhzywanie uktadow rownan liniowych algebraicznych dla
macierzy rzadkich symetrycznych

2.2.1 Metody Gaussa i Choleskiego

Porownamy czas oblicagprogramu testowego Gauss, tworzonego przez autora
i przeznaczonego dla rozygywania uktadoéw rownaliniowych algebraicznych z
maciera symetryczn gests metodami bezpwednimi. Program wykonuje kilka
réznych realizacji metod Gaussa i Choleskiego. Rozm#tania wynosi 2 400
réwnai. Wyniki 3 w tabeli 2.3.

W pierwszych dwodch wierszach jest przedstawionaod®et Gaussa dla
macierzy symetrycznej przy umieszczeniu elementowcienzy w tablice
jednowymiarowej wiersz po wierszu i kolumna po kohie. Nasipne dwa
wiersze tabeli reprezentujmetod Choleskiego przy umieszczeniu elementéw
macierzy wiersz po wierszu i kolumna po kolumnie. datatnich wierszachas
umieszczone wyniki dla blokowej metody Choleskigmay r&znych rozmiarach
bloku.

Na rys 2.11 jest przedstawiona wyddjhdlokowej metody Choleskiego w
zaleznosci od rozmiaru bloku. Tame g wyniki dla metody Gaussa i metody
Choleskiego (umieszczone wierz po wierszu). Te thetue g blokowe, dlatego
wyniki nie zalea od rozmiaru bloku.

Wydajnas¢ metody blokowej przy, — 0 dazy do wydajnéci metody Gaussa.
Maksymalna wydajni@ dla metody Choleskiego blokowej w &oszerokich
granicach wartei |, bardzo mato zalsg od rozmiaru bloku.
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Wszystkie metody wykongjta sama ilos¢ operacji arytmetycznych, jednak
demonstryj zupetnie réane wydajnéci. Powstaje pytanie — dlaczego? Wyjiny
to w danym rozdziale.

Tabela 2.3

Poréwnywanie wydajniei rozwigzania uktadu réwna liniowych algebraicznych o rozmiarze
2 400 z macierggesty symetryczyg réznymi metodami.

Metoda FLOP Czas, 9 Wydajido MFlops
Gauss (LU), wiersz po wiersze 7.98 577
Gauss (LU), kolumna po kolumnie 8.71 529
Cholesky (LLT), wiersz po wiersze 3.63 1270
Cholesky (LL), kolumna po kolumnie 4.22 1090
Block Cholesky (block 6) O(n?/3) 1.79 2573
Block Cholesky (block 12) 1.2 3 856
Block Cholesky (block 24) 0.97 4770
Block Cholesky (block 48) 0.9 5109
Block Cholesky (block 96) 0.93 4944

6000

e
5000 — —
w /
§ 4000 —e—Blokowa metoda
e Choleskiego
=
:§ 3000 1 -m—Metoda
£ (Gaussa, wiersz po
(1] .
= wiersze
$ 2000 ——Metoda
- X X ) Choleskiego, wiersz po
1000 il = = wiersze
I—I—T I‘ L
(]
0 25 50 75 100
Rozmiar bloku

Rys. 2.11 Wydajn& via rozmiar bloku
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Metody bezpérednie g to takie metody, ktére doprowadzajo dokladnego
rozwigzania (w arytmetyce doktadnej) po wykonaniu rskaonej ilGgci operaci.
Taka cecha odiia je od metod iteracyjnych, ktére doprowadzigp rozwizania
przyblizonego, przy czym ik operacji dla metod iteracyjnych nie jest
przewidywana.

Podstawy dla metod bezpoednich jest faktoryzacja, czyli rozklad macierzy
zrodiowej w iloczyn macierzy o strukturze specjalndplne tréjlgtne, gérne
trojkatne oraz diagonalne.

Zattzmy, ze trzeba rozwizaé uklad réwna liniowych algebraicznych z
macierz dolmg trojkatna o wymiarze 3x3:

A, 0 0 Y1 b
Ap Ay O Yo |=| by |- @1
A A Ass) (Vs b,

Mnozymy pierwszy wiersz macierzy przez wekyor A,;y, =b, -y, =b /A;.
Mnozymy drugi wiersz macierzy przez wektgr: A,y, +A,,y, =b, . W tym
wyrazeniu Y1 juz jest znany, dla tego otrzymatiy jedno réwnanie z jedn
niewiadom — vy, =(b, —A,,y;)/A5 . Mnozymy trzeci wierz macierzy przez
wektor y : Agy; +A5,Y, A5y, =by . Znow mamy jedno réwnanie i jegin

niewiadom ys poniewa Yi, Y2 s wiadome z poprzednich krokow -
Y5 =(bs =AYy = AspY,)/Ass . Mozna udowodri ze dla zadania o dowolnym

k-1
rozmiarzeN y, :[q—ZAKSySJ/Ak,k, k=12 ..,N.

s=1
W podobny sposdb rozgdujemy ukiad réwn@ liniowych algebraicznych z
maciera gorrg trojkatng

Uy Uy Ug ) (X Y1
0 Uy Uy |UX =] Y, |- (2.15)
0 0 ug) (X Y3

Zaczynamy od ostatniego rownanias;;X; = Y; — X5. Przechodzimy dalej do
przedostatniego rownania,,X, +U,sX; =Yy, — X, . Dla pierwszego réwnania
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mamy Uu;;X; +U;,X, +U;3X; =Y, - X, . Dla zadania N niewiadomymi algorytm

n
jest taki: x, :(yk - Zuksxsj/uk,k, k=N,N-1,...,1.
s=k+1

Dla macierzy diagonalnej kde rownanie zawiera tylko jegmiewiadom. Dla
tego dzielimy kady z elementéw wektora prawej strony przez odpomiietement
diagonalny i otrzymujemy rozwizanie. Ta procedura otrzymata ngzskalowania
diagonalnego.

Uktad réwna liniowych algebraicznych

Ax =b , (2.16)
rozwigzujemy w kilka etapow. Najpierw wykonujemy faktoagx macierzy

A=LU , (2.17)
gdzieL — macierz dolna trégtna,U — gorna tréjtna. Podstawiamy w (2.16):

LUx =b. (2.18)
—_—
y

Wykonujemy podstawienie bezgednie:
Ly=b-vy. (2.19)
Wykonujemy podstawienie wsteczne:
UXx=y - X . (2.20)

W (2.19) rozwizujemy uktad rowna liniowych algebraicznych z maciarz
dolng trojkatna, a w (2.20) — z maciesmorm trojkatna.

W taki sposob, rozktad macierzy na iloczyn macieteinej trojkgtnej i gornej
tr6jkatnej doprowadza zadanie (2.17) do rog@nia zada (2.19) i (2.20) .

Ograniczymy si rozwaaniem macierzy symetrycznych. Dla faktoryzacji
macierzy symetrycznych i dodatnio ollimnych najczsciej stosowana jest metoda
Choleskiego

A=LL", (2.21)

a podstawienia bezpeednie i wsteczne przyjmupostaci

Ly=b-vy, (2.22)
KAPITAt LUDZKI Y T
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI m FUNDUSZ SPOLECZNY
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L™=y - X . (2.23)

Dla metody Gaussagtiziemy przechowywaw pameci gtownej czs¢ gorm
trojkata

a dla metody Choleskiego — deltr6jkata

1

2 3

4 5 6
7 8 9 10

11 12 13 14 15

Tu poprzez liczby 1, 2, ... oznaczone Eolejne numery umieszczenia
elementéw macierzy w tablice jednowymiarowej.

Istnieje kilka realizacji metod Gaussa i Choleski¢@olub, Van Loan, 1996] .
Rozpatrzmy algorytm metody Gaussaywany dla pierwszego zadania wde
wymienionym powyej (rys. 2.12).

k=12...,n

pivi=10/a,

I=k+1...,n
piv=a; [PVl /1A =8, /ay
j=i,...,n

8 =a ;A

end | loop

end i loop

end k loop

Rys. 2.12 Algorytm faktoryzacji macierzggtej symetrycznej metadsaussa
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Zatzmy, ze wykonandk - 1 pierwszych krokow algorytmu (rys. 2.13). Gorna
cze$¢ macierzy — wierszy od 1 do- 1 g sfaktoryzowane. Wykonujemy eliminacj
kolumny k . Wiersz k pozostaje bez zmian, a wiegspd k+1 do n ulegap
poprawieniu (ptle po indeksie). Dla wiersza poprawiamy elementy wefi j .

Kompletnie sfaktoryzowana
czes¢ macierzy U

k

Czes¢ macierzy U
I do poprawienia

Rys. 2.13 Algorytm faktoryzacji macierzggiej symetrycznej metadsaussa

W petli wewngtrznej tego algorytmu (indek$ wykonuje s¢ algorytm saxpy
(rozdziat 2.1.2), poniewaii nie zaley od indeksu iteracji . Czyli w petli
wewrktrznej jest wykonany algorytra; = a; +a (&, gdziea jest sta, ktdra nie
zalezy od indeksuj . Dla jednej iteracji gli wewngtrznej g wykonane jedno
mnazenie i jedno dodawanie. Przy tym trzeba wylkodsva odczyty elementow
a;,3, 1 jeden zapis elementa; . Jgli wiersz k jest umieszczony w pagi
podrcznej, to elementy,; beda pobierane z parpti podicznej. Dla dé¢ duzej
macierzy elementys; z wierszui za kadym razem trzeba odczyty@a pamgci
gtéwnej do pamici podrcznej, a po modyfikacji — zapisywao pameci gtownej.
Na kade dwie operacji arytmetyczne trzeba wykoneden odczyt z pargi
podrcznej, jeden odczyt z pagai gtdwnej i jeden zapis do pagai gtdwnej. Jest
to podstawowa przyczyna powolnego dziatania tegorgtmu.

Dla zrealizowanego w feie algorytmu Choleskiego (rys. 2.14, 2.15) przgbie
faktoryzacji jest wykonany wierz po wiersze(la poi) .
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|11:\/a—11

=2,...,n //loopoverrows

j=L12,...,i-1 /l/loop for updateof element$n rowi
S=00;
k=212...,j-1
s:s+@kmm

end k loop

= ‘5)/‘31,1? I ; :[

end | loop

S=00;

k=12...,i-1
S=S+a, [&,;

end k loop

i =&, =S; I

end i loop

Rys. 2.14 Algorytm faktoryzacji macierzggiej symetrycznej metadCholeskiego

Kompletnie sfaktoryzowana -

czes¢ macierzy L Sl |

URMIA EUROPEISKA
EURDPEJSE]
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B a
k="

x|/

Ak Aij

Czesc macierzy zrodtowej —|——

Rys. 2.15 Algorytm faktoryzacji macierzggiej symetrycznej metadCholeskiego
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Dla obliczanego elemently biezacego wiersza jest potrzebny wiersg dla
j-1
obliczenia sumyZai,k [@;, , ktora jest liczona wtli wewnetrznej po indeksie
k=1
k. Jest to obliczenie iloczynu skalarnego dwoch wekt, elementy ktorychas
pobierane z wierszyi, j : S=S+a,, [@&;,. W trakcie jednej iteracji gl
wewretrzne] § wykonane dwie operacji arytmetyczne (jedno vamee i jedno
dodawanie). B wiersz i jest umieszczony w pagti podrcznej, to na kade
dwie operacji arytmetyczne trzeba odczy@ementa;, z pameci podkcznej i

elementa;, z paméci gtéwnej. Zmienna S jest utrzymywana w rejestdia,tego

zapis do pamgci gtdwnej nie jest potrzebny. 48t ten algorytm jest szybszy od
algorytmu Gaussa.

2.2.2. Blokowa metoda Choleskiego

Na rys. 2.16 przedstawiony jest jeden krok blokofa&toryzacji Choleskiego,
ktéra polega na podziale macierzy na bloki. Diagmnablok A macierzy
zrédtowej ma wymian, x I, , ktory jest dobierany na podstawie obliczeniowego
eksperymentu. Zwykte optymalny rozmiatezy w granicach 40 — 90 .

r

ol | A w7’ L 0 L’ w’

A

w M W M mod ° 0 I

Rys. 2.16 Blokowa metoda Choleskiego. Podziat magieazbloki.

Z prawej strony znajduje gimacierzzrodiowaZ, a z lewej — iloczyn dwoch
macierzy, ktore powstgj Z = B-C, gdzie B jest pierwsz maciera z prawej
strony, aC — drug,.

Na pierwszym etapie mupmy pierwszy wierz blokowy macierzg przez
pierwsz kolumre blokowa macierzyC:

A=LILT. (2.24)
KAPITAt LUDZKI Y T
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI m FUNDUSZ SPOLECZNY
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Oznacza toze blok A powinien by sfaktoryzowany, a jako wynik powstaje
dolna tréjlkstna macier4..
Na drugim etapie mmymy drugi wiersz blokowy macierz przez pierwsz
kolumre blokowa macierzyC:
W=WIL +M, 0 - WL =w.

mod

Transponujemy ostatnie wym@nie
T\ TV T i T
W) =) oW =L oW =wT
skad ostatecznie otrzymujemy
LOWT =w™ - W . (2.25)

Tu trzeba rozwgzat uktad rowna liniowych algebraicznych z macierziolng
trojkatng L , jaka byta wyznaczona w pierwszym etapie, z pagaiwych stron
W' . Dostajemy paczkwektoréw rozvv:i;zaniaV~V .

W trzecim etapie mrigymy drugi wiersz blokowy macierz3 przez drug
kolumre blokowy macierzyC:

M=WW"+M_,0 ,
skad znajdujemy dolny blok diagonalny
M, =M-WW™ . (2.26)

Po wykonaniu podanego kroku faktoryzacji stosujeakje same podgjie dla
macierzy M .4 — dzielimy je na bloki i powtarzamy te etapy odccpgku. | tak

dalej. W kaicu na miejsce macierZg powstaje dolna trogtna macierd., a na
miejsceB — macierd." .

Faktoryzacja bloku diagonalned® (2.24) odbywa si ha poziomie wysokiej
wydajnaci, poniewa rozmiar Ip jest dd¢ maty i macierz w cakei bedzie
umieszczona w pagti podrczne;.

Dla rozwizania uktadu réwna liniowych algebraicznych z pacgzhkprawych
stron (2.25) mgna tez stworzy¢ algorytm wysokiej wydajmiei. Istotne jest toze
sa wykonywane operacje macierzowe, a nie skalarnaavewe, jak to si odbywa
przy jednej prawej stronie.

Wyrazenie (2.26) otrzymato naznobliczenia dopetnienia Schura. \&ée na
ten etap przypada ponad 99% obliczdla macierzy o diym rozmiarze.
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Wyrazenie (2.26) zawiera muenie macierzy przez macierz. Dla gogiiccia
maksymalnej wydajriei stosujemy procederDGEMM albo DSYRK z biblioteki
Intel MKL.

Jesli przyja¢, ze rozmiar blokdy = 1, to metoda blokowaetzie doprowadzona
do metody klasycznej looking right (rozdziatl 5.5ktpra faktoryzuje macierz
kolumna po kolumnie. §5tu wykonane operacje skalarno-wektorowe, i dlaoteg
wydajna¢ takiego algorytmu znajdujeg¢sna poziomie metody Gaussa (rozdziat
2.2.1).
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3. Elementy oprogramowania réwnolegtego w
architekturze SMP na platformie Windows NT

3.1  Tworzenie procesow i wtkow. Sekcje krytyczne, zdarzenia i
sygnaty.

Podany w tym rozdziale materiat opisuje osobfievaworzenia, sterowania,
kasowania oraz synchronizacji proceséw dtk@w dla systemu operacyjnego
Windows platformy NT based (Windows XP, Windows 20®indows Vista,
Windows 7 itd.). Gtéwnymizrodtami literackimi dla jego napisania pasjty
prace [Richter J. (1997)] oraz [MSDN (2011)].

Proces jest obiektemadra systemu operacyjnego, ktory reprezentuje
egzemplarz programu uruchomionego. Proces sktagda sibiektu gdra, ktory
stuzy dla kierowania procesem przez system operacyygestrzeni adresowej,
ktora obejmuje kod i dane wszystkich moduté@we dll oraz réwnie stoséw
watkdw oraz stos (heap) pagui, alokowanej dynamicznie.

Proces samodzielnie nie wykonuje nifeby proces zagf dziatat koniecznie
jest uruchomienie wtku (wgtkow). Wiasnie watki nioss odpowiedzialnét za
wykonanie instrukcji kodu, zawartego w przestrzadresowej procesu. Kdy
watek ma swoj wiasny stos i w trakcie wykonania inlstji kodu rozdziela rejestry
CPU.

Kazdy proces ma przynajmniej jedentek, ktéry wykonuje kod w przestrzeni
adresowej. J zamkm¢ wszystkie vgtki procesu, system operacyjny (OS)
automatycznie zniszczy ten proces oraz rOwjggo przestraeadresow.

Dla wszystkich istnigjcych watkdéw system operacyjny planuje pewne odcinki
czasu, w skutek czego CPU udzielazdemu wgtkowi kwanty czasu. Dla
komputera jedno-procesorowego powstaje szeregovegklezne (rys. 3.1 — jest
pobrany z [Richter J. (1997)]).
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Thread I“ Thread I

Thread l

Thread I

Thread |__ Thread

}
‘I‘hreanl:i |
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Rys. 3.1 Szeregowanie cykliczne.

Dla komputeréw wieloprocesorowych algorytm zrowneréa obcizenia
procesorow jest bardziej skomplikowany.

Kiedy tworzy sé proces, system operacyjny tworzy pierwotrgted. Ten
watek maze stworzy wielu potomnych wtkow (child threads), ktére mag
tworzy¢ swoje wtasne potomnegiki.

Tworzenie procesu odbywaegrzy wywotaniu funkcjiCreateProcess

BOOL CreateProcess(
/I name of exec. module

LPCTSTR IpApplicationName,

LPTSTR IpCommandLine,
LPSECURITY_ATTRIBUTES IpProcessAttributes,
LPSECURITY_ATTRIBUTES IpThreadAttributes,
BOOL binheritHandles,

DWORD dwCreationFlags,

LPVOID IpEnvironment,

LPCTSTR IpCurrentDirectory,

LPSTARTUPINFO IpStartuplinfo,
LPPROCESS_INFORMATION IpProcessinformation

);

KAPITAL LUDZKI
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/I command line string

// SD

// SD
// handle inheritance option
/I creation flags
/I new environment block
I current directory name
/I startup information

//qass information
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Tu SD oznacza Security Descriptor. Szczegétowy tgpiunkcji znajduje siw
[MSDN (2011)]. Najwaniejszymi skladowymi s IpCommandLing wiersz
tekstowy, ktory zawieraciezke oraz nazw exemodule,lpStartupinfo— wskanik
do struktury STARTUPINFO oralpProcessinformatior- wskanik do struktury
PROCESS_INFORMATION, ktory zwraca ta funkcja. Pefiumieszczony jest
typowy przyktad tworzenia procesu.

void CCalcExtern::StartProc()
/*

Startujemy nowy proces i zawieszamy bie zacy proces dopdki
tworzony proces nie sko nczy si e
S . . . . . . . . T T T S T T */

PROCESS_INFORMATION pi;
STARTUPINFO Startuplinfo;
ZeroMemory(&Startuplnfo, sizeof(Startupinfo));
Startuplnfo.cb = sizeof(Startuplnfo);
DWORD dwExitCode;
LPTSTR IpCommandLine =
"Q:\\win32app\\Disp\\Debug\\Disp.exe";
BOOL fSuccess = CreateProcess(NULL, IpCommandLine,
NULL, NULL, FALSE, NORMAL_PRIORITY_CLASS, NULL, NU LL,
&Startuplnfo, &pi);

if('fSuccess)

AfxMessageBox("StartProc is failed");
throw EXCEPT_CALC;

}

[lzamykamy handle w atku tworzonego procesu
CloseHandle(pi.hThread);

llzatrzymujemy wykonanie kodu dopéki tworzony proc es
/Inie sko Aczy si e

WaitForSingleObject(pi.hProcess, INFINITE);

/INiszczymy handle tworzonego procesu
GetExitCodeProcess(pi.hProcess, &dwExitCode);
CloseHandle(pi.hProcess);

Handlejest tu typem zmiennej, przeznaczonej dla adehia jednego obiektu
OS od drugiego. Za pomgpbandlemaozna sterowé obiektami.
Wywotanie funkcjiCreateProcespowoduje:
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1. Tworzenie obiektugdra procesu przez system operacyjny i ustawiecenika
obiektu pdra na 1. adro procesu — to struktura danych, ktérazgtdo kierowania
procesem i zawiera statystygznformacg o procesie.

2. Tworzenie wirtualnej przestrzeni adresowej, fadaedeodu i danych dlaxe
pliku oraz wszystkichlll do przestrzeni adresowej procesu.

3. OS tworzy obiektgdra watku i ustawia licznik obiektugdra wytku na 1. Bdzie
to pierwotny watek procesu. atiro watku jest struktus danych, ktora sty do
kierowania vatkiem i zawiera statystyczrinformacje o nim.

4. Pierwotny watek zaczyna wykonanie kodu. §lleprzy tworzeniu procesu
wystepuje sukces, funkcj@reateProcesgwraca TRUE.

Istnieje kilka sposobéw zakozenia procesu.
1. Funkcja, z ktérej pierwotny stek zaczyna wykonanie kodu, dochodzi do
instrukcjireturn. Jest to najlepszy sposob zakpenia witku, poniewa:

« Kazdy obiekt C++, tworzony przez temgtek, kedzie zniszczony poprawnie,
uzywajac wlasnego destruktora.

« OS poprawnie zwolni stosgtku.
+ OS ustawi kod zakwzenia procesu na wafto ktora zwraca funkcja
wejsciowa watku pierwotnego.
« Os zmniejszy licznik obiektwglra procesu o 1.
2. Jeden z wtkow procesu wywotuje funkejExitProcess(w miag mozliwosci
unikamy tego).
» Czs¢ kodu po wywotanilExitProcessnigdy nie lgdzie wykonana.
« Wszystkie wgtki tego procesu dala przerwane. Chociadokumentacja SDK
glosi, ze wszystkie resursy atkéw i procesu (stosy atkdéw, stos pamici
(heap) oraz pliki) bda zwolnione poprawnie, dla programéw C++ zaoto

spowodowd, ze destruktory klas nie zadziadajNa przyktad [Richter J.
(2997)]:

#include <windows.h>
#include <stdio.h>
class CSomeObj

{
public:
CSomeObj() { printf("Constructor\r\n"); }
~CSomeObj() { printf("Destructor\r\n™); }
h
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CSomeObj g_GlobalObj;
void main ()

CSomeObj LocalObj;

ExitProcess(0); // This shouldn't be here

/I At the end of this function, the compiler

/I automatically added the code necessary

/Ito call LocalObj's destructor. ExitProcess preven ts
/lit from executing.

}

Wydruk na monitorze wygta tak:

Constructor
Constructor

Potwierdza to,ze destruktory obiektow globalnego oraz lokalneg@ ni
zadziataly. J€i ExitProcess() usut z kodu, wydruk bdzie taki:

Constructor
Constructor
Destructor
Destructor

Funkcja ExitProcessjest przeznaczona dla kasowania procesu poprzeg sw
wiasne vgtki.

3. Jeden z wtkdw procesu wywotuje funkej TerminateProcess(w miak
mozliwosci unikamy tego), ktora jest przeznaczona dla kaswav procesu
dowolnym wgtkiem (nie tylko wtasnym). Sky ona dla przymusowego
(awaryjnego) zakiaczenia procesu, kiedy proces w skutek jakickdarzé
(bteddw) gubi sterowanie i nie odpowiada na notyfikacje

4. Wszystkie wgtki procesu zostaty zakeozone w skutek wywotania funkcji
ExitThread..), TerminateThread system operacyjny niszczy proces. T@ Si
zdarza rzadko.

Przy zakaczeniu procesu:
o Kazdy watek procesu ¢dzie zakaczony.

e Wszystkie obiekty #zytkownika, jak rownie obiekty GDI (graphic device
interface), bdg zwolnione, z kolei obiekty gfdra zostam zamkngte
(zwolnienie pamici, stosu, zamkgrtie plikow).

e Obiekt pdra ,proces” przechodzi w stan ,signaled”.
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» Licznik obiektu gdra zmniejsza sgio 1.

Przej&dmy do oghdania wgtkow. Aplikacje, ktore maj tylko jeden wgtek, g
aplikacjami jednowtkowymi. Przypdémy, ze mamy aplikagj jednovatkows —
okno dialogowe z przyciskiem START. Po rfagtciu na ten przycisk dua
uruchomione jakie obliczenia, przy czym dziatpjone na tym samym atku. W
takim przypadku wszystkie kontrolki dialogyg sablokowane, dopdki obliczenia
nie zakdczg sie — zaden przycisk dialogowy nie dag¢shacismé. Nie ma
mozliwosci przerwania oblicze (na przyktad, w celu poprawienia danych
wejsciowych i ponownego uruchomienia). Pozostaje tyjedna mdaliwos¢ —
przerwa& wykonanie catego zadania poprzez meredada.

Dla poprawienia tej wady trzeba stwoézwgplikacg wielowatkowa w taki
sposoObzeby przy nadgiicciu przycisku START wtek pierwotny stworzyt nowy
watek, zadaniem ktéregoeizie wykonywanie oblicze Teraz wgtek pierwotny
obstuguje okienko dialogu, agtek potomny jedynie liczy. \dtek pierwotny jest
watkiem interfejsowym, poniewatworzy st go jako aplikagi GDI. Z tego
powodu on ,widzi” handle okna, agtek potomny mge wysytd do niego
komunikaty. Wysylanie komunikatow jest wuhiove tylko do okna aplikaciji,
poniewa ma onohandle ktéry wystpuje podobnie jak adres, do ktGregozme
wystatc komunikat.

W odr&nieniu od witkow interfejsowych wtki robocze nie maj okna
aplikacji oraz nie majhandle Dla tego wgtek roboczy mee wyst& komunikat
watkowi interfejsowemu, ale atek interfejsowy do wtku roboczego junie.

Najczsciej takie dwu vgtkowe aplikacje g tworzone takze watek potomny,
ktory odpowiada za obliczenia, jestgtkiem roboczym. Czas od czaswutek
roboczy wysyla komunikaty atkowi interfejsowemu, informac go o stanie
wykonania zadania obliczeniowego, aatek interfejsowy wywietla na
kontrolkach dialogu at informacije. Witek interfejsowy jest wigicielem handle
watku roboczego, poniewasam go stworzyt. Przy pomocy tedpandle watek
interfejsowy mae sterowé przebiegiem wtku roboczego: zawieSi watek
roboczy przy naéhieciu przycisku ,PAUSE”, obudz watek roboczy po
zawieszeniu, przykléi watek roboczy (oraz siebie) do procesora fizycznego,
zmienk priorytet wgtku roboczego, skasowago przy nadinigciu na przycisk
-,BREAK” itd.

Aby dialog szybko reagowat na poleceniazytbownika, wgtkowi
obliczeniowemu nals/ obnizy¢ priorytet o jeden punkt w stosunku datiwu
interfejsowego.

Wielowgtkowos¢ — jest to niezbdna sktadowa oblicze rownolegtych dla
architektury SMP.

Watek st skiada z:

« Obiektu pdra, ledacego struktuy danych majcej za zadanie kierowanie
watkiem i przechowywanie danych statystycznych.
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+ Stosu vatku, ktéry wspiera parametry wszystkich funkcji,iermych lokalnych
watku i kodu zwracanego atkiem.

Woatek wyznacza kolejrié wykonania instrukcji kodu, wykonuje te instrukcje
w obszarze przestrzeni adresowej procesu, jakgeruje danymi, umieszczonymi
w przestrzeni adresowej procesusliJmamy kilka wgtkbw tego samego procesu,
oznacza toze te wgtki dziela pomiedzy soly przestrzé adresow. Dwa albo
wiecej watkbw mog wykonywa ten sam kod i operowaymi samymi danymi.
Watki mogs rozdzielg handlesjadra, dla tegoze tabelehandlesistniep dla
kazdego procesu, ale nie dlazizgo vgtku.

Tworzenie witku odbywa s przy wywotaniu funkcjiCreateThreadMSDN,
(2011)]:

HANDLE CreateThread(

LPSECURITY_ATTRIBUTES IpThreadAttributes, /I SD

SIZE_T dwsStackSize, // initial stack size
LPTHREAD_START_ROUTINE IpStartAddress, /I threaadtion
LPVOID IpParameter, // thread argument
DWORD dwCreationFlags, /I creation option
LPDWORD IpThreadld /I thread identifier

);

Najwazniejszymi argumentami tugsdwStackSize- rozmiar stosu wiku,
IpStartAddress — wskanik do funkcji wgtku, IpParameter — argument,
przekazywany do funkcji gtku, dwCreationFlags- flaga, ktora ustawia, w jakim
trybie kpdzie tworzony wtek. Jali dwCreationFlags = G- watek od razu zacznie
wykonywa  instrukcje  funkcji  watku. Jeeli dwCreationFlags =
CREATE_SUSPENDEB watek kedzie tworzony w trybie zawieszonym. Taki
watek trzeba pgniej obudzé przez wywotanie funkcjiResumeThread W
przypadku powodzenia funkcj&€reateThreadzwraca handle do tworzonego
watku, ktory sty do sterowania wtkow, w przeciwnym wypadku NULL.

Kazdy watek zaczyna wykonanie instrukcji kodu funkcjatku, wskenik do
ktorej jest przekazywany argumentgptartAddress

DWORD WINAPI ThreadFunc(PVOID pvParam)

DWORD rtwResult = 0;
/ICos wykonuje
return(dwResult);

}

Tu DWORDjest synonimenunsigned longPVOID — synonimenvoid * . OS
Windows wprowadza swoje wtasne nazwy podstawowypldw danych. Makro
WINAPI oznaczaWindows Application Program Interfaceustawia odpowiednie
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konwencje wywotywania funkcji [MSDN, (2011)ThreadFungest nazwg funkcji
watku, podana przez programistléli tworzy sk kilka watkdw, przy czym kady

z nich ma wykonywéte same instrukcje kodu, wszystkie tgtkibeda uzywali tej
samej funkcji wgtku. Przy wykonaniu osobnych instrukcji koduz@g watek
powinien mi€ swoj wilasrg funkcje watku, przy czym nazwy tych funkcji stkow
powinny by unikalne. Wraz z zak@zeniem wykonania instrukcji funkcjiatku,
dziatalnie watku zakaczy st tez . Funkcja vgtku przyjmuje tylko jeden parametr
— wsk&nik typuvoid do danych, ktére musbyc przekazane wikowi. Jéli trzeba
przekazé wiecej danych, naley stworzy struktue danych i umigci¢ te dane,
jako sktadowe struktury.

Przy tworzeniu wtku system operacyjny tworzy obiekadra "watek",
przydziela pami¢ dla stosu wtku w przestrzeni adresowej procesu. Nowgtek
ma dosgp do wszystkichhandlesobiektu jdra, pamgci procesu oraz stosow
innych wgtkéw tego samego procesu. Dla tego w zadaniachowigkowych
komunikacja pongidzy watkami jednego procesu jest stosunkowo prosta.

Podobnie do funkcjmain, WinMain funkcja watku zwraca kod zakazenia.
Funkcja watku jak najbardziej powinnazywat swoich whlasnych parametréw i
zmiennych lokalnych. Do zmiennych statycznych ibglmych jednoczmie mog
prébowa& uzyska dostp kilka watkow. Wtedy dla zabezpieczenia poprawnej
wartasci tej zmiennej trzebazy¢ synchronizacji. Powoduje to komplikadgodu,
spadek wydajnii obliczer, zmniejszenie niezawodém programu.

Zmienne lokalne i parametry gtku pozostaj umieszczone w jego stosie —
lokalne dane rinych wytkow s umieszczone w idych adresach pagdi. Dostp
do tych danych z innego gtku tego samego procesu jest anwy tylko przez
programis¢ przy napisaniu odpowiedniego kodu. System opengcyfiba
automatycznie o wyrdéwnanie obszaréw stoségtkewych do granic cache-linii
procesorow. Z tego wynikaze dla danych, ktére sty do zapisu i $
zadeklarowane jako zmienne lokalnatku, konflikty w pamégci podrcznej nie
powstaj.

Tablicy o duym rozmiarze nie da i umigcic w stosie wgtku.
Najprawdopodobniej ¢ula one alokowane dynamicznie i umieszczone w stosie
(heap'ie) procesu.

Przyktad tworzenia wtkdw jest podany w programMultThread(zahcznik 3).
StrukturaTHREAD_DATAjest przeznaczona dla przekazywania danygtkam
potomnym. W ptli

for (iThread=0; iThread<nThreads; iThread++)

wykonujemy wypetnienie elementu tablicy obiektowpiy THREAD DATAO
nazwietDat. tDat[0] jest przeznaczone dlagtku potomnego o numerzp = 0O,
tDat[1] — dla watku o numerzép = 1 itd.
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Po utworzeniu wtkdw potomnych wtek pierwotny powinien zosta
zawieszony. Wywotujemy dla tego funkcj@/aitForMultipleObjects [MSDN,
(2011)].

Watek potomny po jego utworzeniu (patrz funkcjgtku ThreadFunc) pobiera
swoj numeiip i wyprowadza w strumiestdoutinformacje

printf(  "Hello from thread ip" );
Sleep(0);
printf( " =%d\n" , ip);

Ze wzgkdu na to, 1 kilka watkdbw w tym samym czasie magvyprowadza
swoje dane w ten sam strumistdout maze powsté niespojné¢ danych (rys.
3.2).

B d\Q\PK\OWW\MultThread\Debug\MultThread.exe =RNC X

Input number of threads -
6
Hello from thread ipHello from thread ip = ©
Hello from thread ipHello from thread ip = 4
=2
=1
Hello from thread ip = 3
Hello from thread ip = 5
Hello from master thread
Aby kontynuowac, nacisnij dowolny klawisz . . .

Rys. 3.2 Niepoprawny wynik aplikacji wielatkowej MultThreadz powodu braku synchronizacji
pomiedzy watkami

Zatdzmy, ze jeden wtek zaczyna wyprowadzenie danych i wykonuje instjgk

printf(  "Hello from thread ip" );

Po wykonaniu tej instrukcji wtek more zostéd odigczony od procesora w
skutek szeregowania cyklicznego. Drugatek zaczyna wyprowadzenie swoich
danych i wykonujeat sam instrukcg. Na monitorze powstaje:

Hello from thread ipHello from thread ip

Teraz drugi wtek maze skaiczy¢ wykonanie swojego kodu przed tym, jak
zostanie odjfczony od procesora. Mlwe jest,ze zndw pierwszy wtek kegdzie
podiczony do procesora i zakezy wyprowadzanie swoich danych, a Zak
mozliwe jest,ze trzeci witek opanuje wspalny resusgdout Zachowanie programu
staje nieprzewidywanym. Na komputerach jednopracesych taki bad nie
wystepuje przy kadym uruchomieniu. Powstaje wenie, ze program dziala
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poprawnie. Dla tegozeby sprowokowé& niepoprawne dziatanie, wstawiamy
pomiedzy dwoma instrukcjamiprintf instrukcg Sleep(0), ktéra powoduje
zatrzymanie wykonania atku o ilos¢ milisekund, podanych jako argument
faktyczny. Przy tym wtek kpdzie odhczony od procesora przér milisekund.
Zdarza s, ze od razu ten samatek zndw zostaje pogttzony do tego samego
procesora, lecz nie zawsze takdkieg.

Jesli program jest napisany poprawnie, fadna prowokacja nie powinna
doprowadzi do niestabilnego i niepoprawnego dziatania.

Dla poprawienia kodu trzeba unso® wspolny resurs — strumiestdout— w
sekcp krytyczm. Jest to fragment kodu, dgghy tylko jednemu watkowi. Wefcie
do sekgcji krytycznej jest kontrolowane przez inktjy

EnterCriticalSection(&cs);
a wyjscie —
LeaveCriticalSection(&cs);

Jeli resursstdoutjest wolny, to zajmuje go dowolnyatek. Zaden witek z
pozostatych nie m@ wef¢ do sekcji krytycznej dopoki atek, ktory zajmujed
sekcg, nie zwolni p. Tylko wtedy inny witek maze zaj¢ ta samy sekcg
krytyczng.

Wyniki poprawionego koduaspodane na rys. 3.3 .

B d\Q\PK\OWW\MultThread\Debug\MultThread.exe =RNC X

Input number of threads o
6
Hello from thread ip = 0
Hello from thread ip = 1
Hello from thread ip = 3
Hello from thread ip = 4
Hello from thread ip = 2
Hello from thread ip = 5
Hello from master thread
Aby kontynuowac, nacishij dowolny klawisz . . .

Rys. 3.3 Poprawny wynik aplikacji wielatkowej MultThread— dos¢p do wspdélnego resurstidout
jest chroniony sekgjkrytyczry

Wykonanie witku mazna zakaczy¢ na kilka sposobow.
1. W chwili, gdy funkcja vdtku skaiczy st — watek samo likwiduje si Jest to
najbardziej pggdany sposob.
* Wszystkie obiekty C++ dmla poprawnie zniszczone przez wywotanie

destruktoréw.
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* OS poprawnie zwalnia pagd, zajmowan stosem wtku.
» OS ustawia kod zakazenia watku, ktéry zwraca funkcja atku.
* OS zmniejsza licznik wtku o 1.

2. Watek sam siebie zniszczy, wywadgj funkcje ExitThread[MSDN, (2011)].
Wszystkie resursy gtku bedg poprawnie zwolnione, jednak destruktory klas
C++ nie zostam wywotane. Dla tego natg stworzy¢ funkcje, ktora zwalnia
pame¢ dynamicznie alokowan watkiem, zamyka pliki itd. Najpierw
wywotujemy & funkcije, a p&niej —ExitThread

3. Watek pozostaje zniszczony innymtkiem tego samego lub innego procesu
przez wywotanie funkcjiTerminateThreadMSDN, (2011)]. Ten sposob jest
uzywany, kiedy wgtek zawiesit sj i nie odpowiada naadry notyfikacje.
Wywotanie TerminateThreadnie komunikuje wtkowi to, ze zostanie on
zniszczony, wjc watek sam nie jest w stanie zwalni resursy.
TerminateThreadjest uwywamy réwnig, jesli na zadanie uytkownika
dziatanie wtku roboczego (obliczeniowego) trzeba przerwa watku
interfejsowego. Wtedy dla poprawnego zamykaniadkgo obiektu pamag,
alokowana dynamicznie, musi dyzwolniona przez wywotanie funkcji
specjalnej — dealokatora. Tak samo trzeba érolgrzy zamykaniu plikdw.
Procedura niszczenia agtku roboczego wygka tak: zawieszamy atek
roboczy poprzez wywotanie funkcpuspendThread wywotujemy z vgtku
interfejsowego dealocator gtku roboczego i tylko po tym niszczymy go,
wywotujac TerminateThread

4. Proces, ktory jest wiaicielem watku, kanczy swoje dziatanie.

Przy zakaczeniu vgtku:

« Wszystkiehandlesobiektow uytkownika, ktéry nalea do watku, pozostaj
zwolnione przez OS. Whkszd¢ obiektow nalea do procesu i ¢da
zwolnione przy jego zakmzeniu.

e Kod zakaczenia witku pozostaje zmieniony z STILL_ACTIVE na kod,
przekazany w funkcje&xitThreadlub TerminateThread

e Obiekt pdra ,watek” przechodzi w stan wolny —atek podaje sygnat o
zakaczeniu.

e Licznik obiektu pdra ,watek” zmniejsza sio 1.

Kazdy watek ma swoéj wtasny zestaw rejestrow procesora -teksh witku.
Kontekst odbija stan rejestrow procesora w momeosiatniego wykonaniagtku
i zapisuje go w strukturze CONTEXT, kt6ra znajdsifew obiekcie gdra ,watek”.
Najwazniejsza informacja w kontégie watku — to stan wskanika rozkazow IP i
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wskaznika stosu SP, ktore wskazupa odpowiednie adresy paji przestrzeni
adresowej procesu.
Zawieszenie i obudzeniegtku jest wykonane przez wywotanie funkcji

DWORD SuspendThread(HANDLE hThread);
DWORD ResumeThread(HANDLE hThread);

Watek maze zawiest sam siebie, z kolei ponotvjego mae tylko inny watek.
SuspendThreadnoze zawiest wykonanie programu. Na przyktadatek zacat
alokowa& pami¢ dynamicznie, zablokowat degt do stosu procesu (heap'u), i w
tym momencie pozostat zawieszony. Heap zablokowangden inny wgtek nie
jest w stanie wydzielipamié dynamicznie, dopoki nieghlzie ponowiony wtek,
ktory ,utrzymuje” heap. Podobna sytuacja otrzynmedawe dead lock

Funkcjaint GetThreadPriority( HANDLE hThread 2wraca biegcy priorytet
watkowi. Zmient priorytet wgtku mana przy pomocy funkcji BOOL
SetThreadPriority( HANDLE hThread, int nPriority. Os wspiera takie priorytety
watkow:

THREAD_PRIORITY_IDLE,
THREAD_PRIORITY_LOWEST,
THREAD_PRIORITY_BELOW_NORMAL,
THREAD_PRIORITY_NORMAL,
THREAD_PRIORITY_ABOVE_NORMAL,
THREAD_PRIORITY_HIGHEST,
THREAD_PRIORITY_TIME_CRITICAL .

Watek z wikszym priorytetem wywlaszczaagtki z mniejszym priorytetem.
Dopoki watek z wikszym priorytetem nie jest w stanie oczekiwaniaUOfe
bedzie przydzield czas watkom z mniejszym priorytetem. ¥ki OS maj
najwiekszy priorytet.

3.2. Wielowgtkowos¢, prawo Amdahl'a, zrownowazenie procesorow,
ziarnistos¢.

Rozwamy przyktad. Przegdanie stron internetowych przez przggrke
zajmuje dé¢ sporo czasu. Istnigjjednak pewne sposoby przyspieszenia [Grama
A., Gupta A., Karypis G., Kumar V., 2003] takie jak

e Przewidujemy, ktére strony ¢ba nastpne, i przygotujemy zadanie na
pobieranie z wyprzedzeniem. Jest to podobne doiidgbrefetch'u .
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» Uruchamiamy kilka przegtarek jednoczmie, i dopoki jedna strona taduje
sig, pracujemy z ing strory. Jest to technika, podobna do wielpkowaosci
(multithreading).

Wielowatkowos¢ jest wywana dla ukrycia zwioki (hiding of latency). Na
przyktad, uytkownik drukuje day dokument. W trybie jednostkowym CPU
bedzie czekat na nagine zadanie dopdki drukowanie siie skaiczy. W trybie
wielowagtkowym mana stworz¢ osobny wvgtek, ktéry wemie na siebie
drukowanie dokumentu, a CPU maose przehczy¢ do wykonania innego zadania.
Analogiczna sytuacje powstaje przy zapisie / odiezge /z dysk(u) diego pliku —
asynchroniczne wégie — wygcie [MSDN, (2011)].

Wielowatkowos¢ moze by zrealizowana na  podstawie bibliotek
wielowatkowych ( Win 32 platforma — SDK, Posix Thread &by), na podstawie
dyrektyw kompilatora (OpenMP) oraz przyyeiu TBB — Threading Building
Blocks [TBB].

Oprogramowanie na podstawie bibliotek wiejphowych wymaga od
programisty ¢cznego tworzenia ytkdéw, rzutowania na nich zadania rownolegte,
wprowadzania synchronizacji na dolnym poziomie, jago wyznaczania klasy
pamkci dla danych (stos atku, paméc¢ alokowana dynamicznie — heap procesu,
TLS — Thread Local Storage [MSDN, 2011}, paénilla zmiennych statycznych i
globalnych itd.), przyklejania atkbw do fizycznych procesoréw, zawieszania,
budzenia i niszczenia atkdw, zmieniania ich priorytetow i wiele innych
czynnaci. Taki sposob oprogramowania daje iwos¢ tworzenia elastycznych,
wysoko wydajnych kodow.

Z innej strony bezpwednie zastosowanie bibliotek wielgtkowych istotnie
komplikuje kod programu w stosunku do programu sslayjnego. Zadania
réwnolegte musgzby¢ umieszczone w funkcjachgtkow, ktére leda rzutowane na
watki. Trzeba przygotowywaspecjalne struktury danych dla przekazania danych
funkcjom wagtkow.

Oprogramowanie réwnolegte na podstawie dyrektyw pitatora (OpenMP)
daje maliwos¢ unikania komplikacji programu poprzez ukrycie wiskzczegotow,
ktore g niezlgdne przy ayciu oprogramowania jawnego (na podstawie bibliotek
wielowatkowych). Dyrektywy kompilatora robi kod przenénym na réne
systemy operacyjne, as|e kompilator nie wspiera OpenMP, to po prostu te
dyrektywy pozostaj pominkte.

OpenMP jest modelem wielatkowym, ktory nadaje madiwos¢ zrealizowa
pofaczenie widtowe (fork-joint) pomgdzy watkami typu master-worker. To
oznaczagze zakres stosowania OpenMP jest ograniczony w iskosdo jawnego
oprogramowania wielogtkowego.

Threading Building Blocks [TBB] jest naydziem dla zréwnoleglenia na
podstawie wielowtkowaosci programow, napisanych w C++. Zalety i wady s
podobne do OpenMP.
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Bedziemy rozrénia¢ takie typy zrownolegleniazrownoleglenie funkcjonalne
(zrébwnoleglenie zadd oraz zréwnoleglenie danychPrzy zrownolegleniu zada
rozne wgtki wykonuja rézne instrukcje kodu (algorytmy, zadania), a przy
zréwnolegleniu danych — ten sam zestaw instrukciiginent kodu). Typowym
przyktadem zréwnoleglenia zaflgest procesor tekstowy. Takie zadania, jak
sprawdzenie pisowni, czas od czasu zapis lub wynvakie dokumentu nie
przerywaj wprowadzenia nowych symbolow z klawiatury i niggszkadzajich
wyswietlaniu na monitorze, w¢ mog by¢ zrealizowane jako niezalee zadania
funkcjonalne na podstawie wielgtikowaosci. Dla takich celéw zastosovel;
oprogramowanie na podstawie bibliotek wieltkowych. Drugi typowym
przyktadem zréwnoleglenia zatlgest zadanie dwu atkowe, przy czym jeden z
watkdw obstuguije interfejs, a drugi — roboczy (obéiniowy).

Przy zrownolegleniu danych ten sam algorytm (zestastrukcji) jest
wykonany dla rénych danych. Dalej w obbie tego kursu dzlziemy zajmowa si¢
zadaniami zréwnoleglenia danych.

W algorytmie obliczenia iloczynu skalarnego dwdéchekwréw przy
rownomiernym podziale danych pogdzy watkami réwnomierne obgkenie
pomiedzy procesorami dulzie zabezpieczone. To oznacza, wszystkie wtki
zaczny i skaczag swop prace mniej wicej jednoczénie. Przyklad podziatu danych
na cztery wtki jest przedstawiony na rys. 3.4 .

Obliczenie iloczyndw X(y,,X;1Y;, ... ,X3Y, nie zawiera zal@oicCi
pomiedzy danymi odpowiednich ¢zci tablic x, y i dla tego ména je wykona
réwnolegte. Sumowanie wynikow obliczeniaeéziowych iloczyndéw skalarnych
powinno by wykonane w trybie sekwencyjnym. Matematyczne sidizowanie
problemu przedstawiono paei:

ot [ np®*
dot=x"y=>" | Y xy|. (3.1)
ip=0

i:ﬂip+1
np

Nie zmniejszajc ogdlndci metody zaktadamyze N jest wielokrota iloscia
watkow np. W przeciwnym wypadku trzeba minimalnie zkgzy¢ rozmiar tablic
X, Yy tak, zeby nowy rozmiar tablicy byt wielokrotny dap , a powstate w skutek
takiego rozszerzenia elementy tablic byly zerowaki@ podejcie daje maliwos¢
stosowania (3.1), nie komplikig algorytmu. Wzér (3.1) doprowadza do wyniku
poprawnego:
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np-1 nﬂp(ipﬂ) N
dot=xTy=> | DXV [=D XV - (3.2)
ip=0 i=ﬂip+l i=1
np
L Y1
0 1 2 3 |® = XoYo + X1Y1 +

Xo X1 X2 X3 o~ Y2 + X2Y2 + X3Y3

Rys. 3.4 Podziat danych pogdizy watkami dla algorytmudot = xT+y

Drugi przyktad zadania zréwnoleglenia danych — hiicaenie numeryczne
catki metod trapezéw. Matematycarpodstawy dla zréwnoleglenia jest tag

b np- Qip+1
[ f(xax=>| [ (x| - (3.3)
a ip=0 a,

Tuag=a, anp=b . Teraz kadg catke j f(x)dx mazna policzy niezalenie od

innych i to daje maiwos¢ liczy¢ kazda catke na osobnym wtku (rys. 3.5).
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A f(X )

ip=0 ip=1 ip=2 ip=3

[
|

Rys. 3.5 Podziat danych pogdizy watkami dla algorytmu obliczenia catki metpttapezéw

Zadania, ktore polegajna zréwnolegleniu danych, mua rozwijzywat na
podstawie OpenMP oraz rowaiaa podstawie bibliotek wielatkowych.

Dla oszacowania nitiwosci przyspieszenia przy zekszeniu il@cCi
procesorow stosujegsprawo Amdahl'al/Amdahl, Gene, 1967]. Jest ono podstaw
teoretyczn dla wyznaczenia gornej granicy wydagopbalgorytméw réwnolegtych
przy zréwnolegleniu danych. Zaktadanig, w podanym algorytmie e& operacji
nad danymi pozostatla wykonana w trybie sekwencyjngnczs¢ — w trybie
rownolegtym (rys. 3.6).

T total

N 5

A

Rys. 3.6 Podziat operacji, wykonanych algorytmee¢cmsci rownolegh (P) oraz
sekwencyjg (1-P)
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Tu P — cz& pracy obliczeniowej, ktéra jest wykonana w trybdevnolegtym,
przy czym O<P<1 . Wtedy czs¢ pracy obliczeniowej, wykonanej w trybie
sekwencyjnym, wynosi 1 - P . Prawo Amdalh'a forrjeisk nastpujaco:

P
Tparall = |:(1_ P) + n_:|TtotaI + Onp ) (34)
p

gdzie T — Czas wykonania algorytmu w trybie sekwencyjnyfpyar — czas
wykonania algorytmu przy zastosowaniu zréwnoleglenj — ilos¢ procesorow,
Onp — wydatki na zréwnoleglenie.

Jesli pomina¢ wydatki na zrownolegleni®y,, to

S = Ttotal - 1 (3 5)
p T P’ '
parall (1_ P) +

Ny

gdzie S, — przyspieszenie przy zgkiszeniu iléci procesorow, albo speed up.
Prawo Amdalh’a ustawia g&nteoretyczg granie przyspieszenia dla danego
algorytmu przy podanej ifgi procesorow. B przyjaé, ze n, — oo , to otrzymamy
najwicksze maliwe przyspieszenie dla danego algorytmu:

T

total 1

TParaIIeI B (1_ P)

S = (3.6)

Rozwamy przyktad, w ktérym dola pracy obliczeniowej w ylre
sekwencyjnym w algorytmie wynosi 15%. Oznaczaz¢oP = 0.85 (rys. 3.7).

Tu Tsekw — Czas wykonania zadania algorytmem sekwencyjnyim, —
algorytmem rownolegtym na, procesorach. @sto zamiastTsexw jeSt LywaneT:

— czas wykonania zadania algorytmem réwnolegtyrfedaym procesorze.

Dla podanego przyktadu gérna teoretyczna granizgspieszenia wynosi 6.67.
Oznacza toze nie istnieje takiego spytu, na ktérym by udato sioshgna¢ speed
up, wickszy od tej wartéci. Z innej strony, na realnym komputerze przyspeese
moze by tylko mniejsze od tego, jakie otrzymujemy na padsé prawa
Amdalh'a, poniewa prawo Amdalh'a ignoruje osoblig sprzitu i oszacowuje
mozliwos¢ przyspieszenia podanego algorytmu wychedzylko z samego
algorytmu. J&li na podstawie prawa Amdalh'a podany algorytm fye#nie nie
nadaje si do przyspieszenia, taaden superkomputer jego nie przyspieszy w
skutek zréwnoleglenia. de prawo Amdalh'a méwi namze podany algorytm
mozna wspaniale przyspieszyto nie oznaczaze na dowolnym komputerze
osiggniemy istotne przyspieszenie. Typowym przyktadest plgorytm obliczenia
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iloczynu skalarnego dwdch wektoréw. Dlazgloh tablicx, y , ktére nie mieszez
sie w pamekci podecznej, przyspieszenie algorytmu przy ekgzeniu ildgci
procesorow na komputerach klasy PC jest stabe %raizdB.4), chocia na
podstawie prawa Amdalh'a graniczny speed up jasizbavysoki poniewaczsé
operacji sekwencyjnych jest wielokrotnie mniejszad oczsci  operacji
rownolegltych.  Przyczyn takiej rozbienosci pomidzy oszacowaniem
teoretycznym a wynikami eksperymentu numerycznegb $taba przepustowod
uktadu pamgci.

20
ideal
Sp —e—
15+ Sinf ——
o
=
B
=
@10t
'_
I
[« T GRS S S S S S S SN
0
5 /Mww
O 1 1 1
0 5 10 15 20

number of processors

Rys. 3.7 Prawo Amdalh'a (P = 0.85)

Rozwamy podstawowe etapy projektowania algorytméw réwgbich dla
zada zréwnoleglenia danych.

Zréwnowaenie obdjzenia wytkoéw (loading balancejest bardzo wane dla
osiggniecia wysokiej wydajnéci. Gtéwnym celem jest tu minimalizacja czaddle
(czasu jatowego) dla kdego vatku.

Przyczyny idle s3 rézne — pobieranie danych 2z pawii operacji
wejscia/wyjscia, oczekiwanie na jakiezdarzenie, lock przy synchronizacji, itd.
Trzeba zminimalizowaczasidle dla kazdego watku. Techniki przyspieszenia — to
asynchroniczne wégie/wyjscie (I/O), pobieranie danych z paoi z
wyprzedzeniem grefetch, uporzdkowanie pobierania danych dla utatwienia
uzywania pamgci podikcznej (usurgcie skokow, podziat danych na bloki),
wspieranie potokowego przetwarzania danych (rozwejgaetli) itd.

Dla zabezpieczenia poprawstd danych globalnych koniecznie jestyaie
synchronizacji. Synchronizacja o istotnie zmniejszy wydajnag¢ kodu i jego
zdolng¢ do przyspieszenia przy zywszeniu ilégci procesorow (speed up). Dla
tego algorytmy réwnolegte trzeba projekt@weak, zeby zminimalizowa ilos¢
zdarzé komunikacyjnych. W zwizku z tym jak najbardziej aywamy danych
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lokalnych watku umieszczonych w jego stosie. Przy konieéznalokonania
zapisu w dua tablice, ktérej nie mana umidci¢ w stosie wtku, warto uy¢
techniki Thread Local Storage (TLS — rozdziat $8y dynamicznym alokowaniu
pamkci.

Jeili jest konieczne zastosowanie synchronizaciji, @ene jest aycie sekcji
krytycznych, poniewa sekcje krytyczne dziakpjw trybie wytkownika (user
mode) i dla tegogznacznie szybsze od mutex'éw, ktére dzatajtrybie pdra
systemowego (kernel mode) [Richter, 1997]. Kiedytek probuje wsipi¢ w
obszar, kontrolowany przez sekdjrytyczr, ktéra jest zajta innym watkiem, OS
przeprowadza jego z trybuytkownika do trybu ddra — watek przechodzi w stan
oczekiwania. Procesor na tozgwa ~1000 taktow — to d6 wysoka cena. Na
komputerach wieloprocesorowychesto sé zdarza,ze resurs blokowany sekcj
krytyczrg, pozostanie zwolniony wcgeiej, niz watek bedzie wprowadzony w tryb
jadra i inny procesor odnowi wykonanie tegatku. Wiele taktéw procesora
zuzyto na wprowadzenie atku w tryb pdra i odwrotnie — w tryb zytkownika. Dla
tego i wymylono spin-blokowanie — jest to skuteczneslijevspélny resurs
pozostaje blokowany w agju krotkiego odcinku czasu, ktéry jestcdn
przeprowadzenia gtku w tryb pdra i odwrotnie. Przy spin-blokowaniuatek,
ktory pragnie zaj¢ resurs zawarty w sekckrytyczm, kilkakrotnie prébuje wég
w chroniony obszar kodu. Jedynie, kiedy ustawiongéry ilos¢ takich prob
zakaczy st niepowodzeniem (obiekt chroniony przez sekcje yazmy nadal
bedzie zagty), watek zostanie wprowadzony w trydpdya.

Powang cecly algorytmow rownoleglych jest rozdrobnienigiarnistace,
granularity) — jakéciowa miara stosunku obliczedo komunikacji. Wyrénia st
grube rozdrobienie (coarse granularity) — kiedy czna czs¢ roboty
obliczeniowe] jest wykonana poguizy zdarzeniami komunikacyjnymi, a tak
drobne rozdrobienie (fine granularity) — gdy oéime niewielka czs¢ roboty
obliczeniowej jest wykonana pogaizy zdarzeniami komunikacyjnymi.

Projektowanie aplikacji wielogtkowych sktada siz:

* Rozdzielenia zadania na tyle drobnych Zadéwnolegtych, na ile jest to
mozliwe (partitioning). Jednym z celéw jest zabezpete zrownowzonego
obcigzenia watkdw (load balance). Dla wielu algorytmow z gore fest jasne,
jak trzeba podzieli dane pomdzy watkami zeby zabezpieczy to
zrownowaenie. Dla takich algorytmow im drobniej podziahmytatwiej to
osiagna¢. Z drugiej strony zbyt drobny podziat powodujezéwymagania OS
na tworzenie i obstugwatkow. Dla tego trzeba odnaie optymalny balans
pomigdzy wymaganiami OS a zrownoweniem witkdw. Dla algorytmow
prostych (obliczenie iloczynu skalarnego dwoch wekdv, obliczenie catki
itd.) rownomierny podziat danych jest oczywisty, ewvipreferowane jest
rozdrobienie grube (coarse granularity).

* Projektowania komunikacji z punktu widzenia danysknchronizaciji.
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* Rozwaan wydajncci algorytmu.

Rozpatrzmy przyktad [Grama A., Gupta A., Karypis &umar V, 2003] —
metoca iteracyjry dla rozwizania uktadu rownaliniowych algebraicznych. Stan
danych na kroku iteracyjnym k+1 zajeod stanu na krokach poprzednichgavi
zréwnolegleniu podlegaijtylko funkcje, ktére dziatajna oddzielnym kroku. Dalej
powstaje pytanie: ile przy watkdw? Od tego zaly grubcé¢ rozdrobienia. Jdi
czas przetworzenia jednej porcji danych jest mmjejsd narzutu, ktéry system
operacyjny z#ywa na tworzenie i obstggwatku, zwickszenie ildci watkow
bedzie powodowalo spadek wydajon Jest to przyklad zbyt drobnego
rozdrobienia.

Tworzenie wgtkbw wymaga pewnego naktadu czasu — dla OS Windows
zajmuje to odcinek czasu, réwnaimy ~1000 podziatow liczb catych (int). OS
musi réwnie obstugiwa i planowa& watki, wykonywa context switching. To
wymaga nakladu pracy systemu operacyjnego — dla prggram rownolegty
powinien by dobrze zaprojektowanyeby zminimalizowa naktady OS, ktore
ograniczaj skalowalné¢ — zdolndg¢ wykonywania wgksz robot obliczeniovy
przy zwigkszeniu ilgci procesoréw systemu obliczeniowego.

Przy wielokrotnym wchodzeniu w réwnolegly regiorediony) zwykle jest
tworzony pool wgtkbw. Oznacza toze watki tworzg si¢ tylko przy pierwszym
wejsciu do rownoleglego regionu, a przy Wgiu one nie bdg niszczone, tylko
wprowadzone w stan idle. Przy ngstym wegciu do regionu réwnolegtegoaiki
budz si¢. Obudzenie wtkdw zajmuje mniej czasu w poréwnaniu z ich
tworzeniem.

3.3. Bezpieczne rownolegte alokowanie pagai, technika TLS.
Osobliwasci pracy z pamiecig podreczng. Zmienne lokalne i globalne.

Dynamiczne alokowanie pagai w stosie (heap'ie) procesu jest procedur
kosztowns, ktéra wymaga synchronizacji stkow przy dosgpie do wspolnego
resursu — heap'u procesu. Wywotanie

PVOID HeapAlloc( HANDLE hHeap, DWORD fdwFlags, SIZE dwBytes);

z flagg '= HEAP_NO_SERIALIZE powoduje dogi do heap'u tylko jednego
watku w trakcie alokowania dynamicznegozdle inne watki tez majp alokowa
pami¢ w tym samym heap'ie,cta czek& dopoki pierwszy wtek nie zakaczy
alokowa& pamk¢.

Dla tego, zeby unikra¢ synchronizacji i przyspieszyalokowanie pargci
dynamicznej, mezna dla kadego wgtku stworzy swoéj wlasny heap z flag
HEAP_NO_SERIALIZE :

HANDLE HeapCreate(HEAP_NO_SERIALIZE , 0, 0);
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Jeli handle tego heap'u przechowywav pamegci lokalnej watku (TLS —
Thread Local Storage), ten heapim® wywa¢ dla dynamicznego alokowania i
zwolnienia pamici danego wtku.

Najbardziej sensowne jest umieszczenie tej progeduDLL [Intel - heap,

(2011)]:

static DWORD tls_key;

BOOL APIENTRY DlIMain( HMODULE hModule, DWORD ul_meson_for_call,
LPVOID IpReserved )

{

switch (ul_reason_for_call)

{

case DLL_PROCESS_ATTACH:
if((tls_key = TlIsAlloc()) == TLS_OUT_OF_INDEXES)
{

cout << " TIsAlloc problem during dll_processtaah\n";

}
if(ITIsSetValue(tls_key, GetProcessHeap()))
{

}

break;
case DLL_THREAD_ATTACH:
if(ITIsSetValue(tls_key, HeapCreate(HEAP_NO_SERIZE, 0, 0)))

{
}

break;

case DLL_THREAD_DETACH:
HeapDestroy(TIsGetValue(tls_key));
break;

case DLL_PROCESS_DETACH:
TIsFree(tls_key);
break;

cout << "TIsSetValue problem during dll_processach\n";

cout << "TIsSetValue problem during dll_threatfaeh\n";

}
return TRUE;
}

__declspec (dllexport) void * thr_malloc(size_t n)
return HeapAlloc(TIsGetValue(tls_key), 0, n);
__declspec (dllexport) void thr_free(void *ptr)

return HeapFree(TIsGetValue(tls_key), 0, ptr);
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Tu kazdy watek tworzy swoj wiasny heapandlektérego jest umieszczony w
slot TLS o numerzdls_key Kazdy watek dynamicznie alokuje pagdi w swoim
whasnym heap'iehandle ktérego jest pobierany przez zmignglobalry tls_key.
Przy tym nie powstaje problemu wspoinego heap'ud@aych wgtkow.

Zmienne statyczne i globalng #/spolne dla kadego wgtku danego procesu.
TLS nadaje m#diwos¢ stworzenia dla kalego vatku unikalnych danych, do
ktérych proces mee mie dostp, przy wyciu indeksu globalnego. Jederatek
alokuje indeks, ktory ma by uzyty przez inny wtek celem dospu do
unikalnych danych zwrzanych z pierwszym gtkiem.

Kiedy watki s3 tworzone, OS alokuje tabtidypu LPVOID dla TLS indeksow i
inicjuje ja, jako NULL. Przed tym, jak ay¢ indeksu, powinien on zosta
alokowany jednym z wtkéw przez wywotanie funkcijTlsAlloc()

Kazdy watek przechowuje swoje dane, ktére odpowiadelLS indeksowi, w
TLS slocie. Dla tego dane, zygane z TLS indeksem, musby¢ rzutowane do
typu LPVOID.

Schemat podany na rys. 3.8 — 3.13, vpja dzialanie fragmentu kodu,
przedstawionego powvigj.

Us ey
Thread 1 Thread 1 Thread 2
TLS TLS TLS
0
1/ 1/ 1
}\ﬁ §\ﬁ !é\

Rys. 3.8 Wtek 1 procesu alokuje TLS indeks -Rys. 3.9 Powstaje atek 2, ktory ma swoj
w tablice TLS wydziela si pozycg tls_key = wlasny slot TLS, numery elementéw aktualnych
TIsAlloc(); Zmienna globalna tls_key otrzymujew tym slocie g takie same

numer elementu w tablice (tls_key = 2)

Przy podfczeniu DLL do procesu (case DLL_PROCESS_ ATTACHjtek
pierwotny alokuje TLS indeks (rys. 3.8) oraz umazszw TLS slot o numerze
tls_key handle domylnego heap'u procesu:  TIsSetValue(tls_key,
GetProcessHeap()); . Przy tworzeniuzd@go wtku potomnego Thread 1,
Thread 2 (case DLL_THREAD_ATTACH}j4worzone wtasne heap'y

HANDLE heap_1 = HeapCreate(HEAP_NO_SERIALIZE, Q, 0)
HANDLE heap_2 = HeapCreate(HEAP_NO_SERIALIZE, Q, 0)
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Watki 1, 2 umieszczaj handlesdla swoich wiasnych heap'éw w pozycjach
tls_key odpowiednich TLS slotbw za pomodunkcji TlsSetValue(tls key,
heap_i), gdzie heap_i = heap_1 dla pierwszegtkworaz heap_i = heap_2 dla
drugiego (rys. 3.10, 3.11).

tls_key tls_key
Thread 1 Thread 2 Thread 1 Thread 2
TLS TLS TLS TLS
0 0
1 A \ 1 1 \ 1
>\’K—-l Heap 1 I ‘)\ é\V\—-l Heap 1 I ‘}\ —>| Heap 2

Rys. 3.10 Wtek 1 hczy element TLS tablicy o Rys. 3.11 Wtek 2 hczy element TLS tablicy o
numerze tls_key z HANDLE heap_1: numerze tls_key z HANDLE heap_2:
TIsSetValue(tls_key, HANDLE heap_1) TIsSetValue(tls_key, HANDLE heap_2)

Teraz w kadym wgtku mamy dosfp do swojego wlasnego heap'u przez
zmienny globalry tls_key (patrz funkcjénr_mallog thr_free) :

HANDLE heap_1 = TiIsGetValue(tls_key);
HANDLE heap_2 = TiIsGetValue(tls_key);

Przy odhczeniu wgtku od procesu (case DLL_THREAD_ DETACH) Zky
watek niszczy swoj heap (rys. 3.12) .

Thread 1 Thread 2 Thread 1
TLS TLS TLS
0 0
1 A \ 1 1
27 PN PN

Rys. 3.12 Przed zakozeniem pracy kaly Rys. 3.13 Przy zakiwzeniu pracy wtek 1

watek niszczy swéj wlasny heap: niszczy swoje resursy i slot TLS , oraz zwalnia

HeapDestroy(TIsGetValue(tls_key)); element tablicy TLS o numerze tls_key —
ustawia ten element na NULL: TIsFree(tls_key);

Przy odhczeniu DLL od procesu (case DLL_PROCESS DETACHjvmdny
watek zwalnia TLS slot o numerze tls_key (rys. 3.13)
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Wiele algorytméw dopuszgzausungcie synchronizacji, j# uzy¢ TLS zamiast
danych wspdlnych (shared data). Tozmadstotnie zmniejszy naklad i podni&
wydajna¢ algorytmu. Przy zyciu TLS dane mogpozosta w pameci podecznej
procesor6w znacznie diszej, nk w przypadku, kiedyasuzywane dane wspolne,
jesli procesory nie maj wspoélnej pamici podecznej. Dane wspdélne przy
modyfikacji i zapisie jednym z procesorow powagdagtoszenia 0 niepoprawsm
pamkci podrcznej innych procesorow, §e zmienne, zmodyfikowane paymi
procesorami, $ mapowane naatsamy linic pamgci podgcznej — powstaje
przetadowanie cache - linii. Przgyciu TLS taka sytuacja jest wykluczona — dane
TLS mog; by¢ umieszczone w paggi podrcznej tylko jednego procesora.

Nie dotyczy to Hyper-Threading’'u (HT). Jest to takahnologia, w ktorej dwa
logiczne procesory rozdzielapomiedzy sola ten sam procesor fizyczny [Intel -
HT, (2011)]. Oznacza toze pamé¢ podeczna L1 tego samego procesora
fizycznego powinna obshy¢ dwa watki. Dla aplikacji o niskiej wydajnii (q ~
1), ktére powodyj duzo pustych cykli procesora, technika HT zmozmniejszy
ich ilos¢, poniewa jeden fizyczny procesor liczy dwa takie zadaniajeajedno.
To maze spowodowé podniesienie wydajrioi do 30 % [Intel - HT, (2011)]. Dla
algorytméw z wysok wydajndcia, ktére intensywnie stosujwielokrotne uycie
pamkci podecznej (cache reuse), HT uwe powodowé spadek wydajriei,
poniewa powstaje konkurowanie atkOw za resursy parti podgcznej.

Przy HT czsty dos¢p do adresO6w parti wirtualnej nie rozdzielonych
wartcsciag 64 KB, tez maze powodowa istotny spadek wydajsoi. Heap vitku
zwykte nie jest wyréwnany do granic 64 KB, alegk w tym samym cache
znajdup sie stosy dwoch wtkdw, przyczyna cache-konfliktow jest oczywista —
stosy dwdch wtkdw map wspdly strore pamkci o rozmiarze 64 KB. Rozmiar
strony pamici (64 KB albo inna wart) zalezy od typu procesora.

Jednym ze sposobow, ktéry daje #iwos¢ naprawienia sytuacji, jest
wprowadzenie stack offsets, ktére w sposob sztucmmdzielaj przestrzé
adresow pomkdzy danymi kadego watku. Szczegoly ¢ podane w podczniku
uzytkownika korporacji Intel [Intel — HT1, 2005].

3.4. Algorytm dot = X"y .

Na rys. 3.14 jest przedstawiony algorytm obliczéltiezynu skalarnego dwoch
wektoréw w trybie dwuwtkowym. Ten algorytm mma fatwo rozszerzy na
przypadek dowolnej iki watkow.

Przy uruchomieniu zadaniaatek pierwotny wprowadza dandé\ (- rozmiar
zadanianp — ilos¢ watkow, ntimes— ilos¢ powtdrzeé) , alokuje pamic¢ i wypetnia
tablicex, y .
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Dla przekazywania danych datkdw potomnych jest tworzona tablica struktur
THREAD_DATA tDat[np], gdzie element tDat[0] jestzmznaczony dla ytku o
numerze O, tDat[1l] — dla atku o numerze 1 itd. Typ THREAD_DATA jest
podany ponie;j.

struct THREAD_DATA

{
int loc_N; /I rozmiar podwektora przekazywanego
/l[dow atku potomnego
int ntimes; //ilo ¢ powtorze n
double *X; /lpodwector X - tylko do odczytu
double *Y; /lpodwector Y - tylko do odczytu
double res;  //wynik oblicze A odpowiednich
/lpodwektoréw na ka zdym w atku
h

W petli do ip = 0, np-13 wypetnione odpowiednie elementy tablicy struktur
tDat oraz tworzone wtki potomne (na przyktad, przez wywotanie funkcji
CreateThreall

Wprowadzenie danych, alokowanie pami  eci,
inicjowanie tablic X, y

do ip=0, np-1

Wypetnienie struktur danych, przekazywanych
do w gtkdéw.
Tworzenie w gtkéw potomnych

doto=XoYo doti=X1Y1

Zawieszamy w atek pierwotny dopéki w  agtki potomne
nie sko ncza swojej dziatalno $ci

]
dot = doto+dot1

Rys. 3.14 Algorytm obliczenia iloczynu skalarnegeddh wektoréw w trybie wielogtkowym

Do kazdego watku potomnego dédzie przekazywany elemetdat[ip].
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Po utworzeniu wtkow potomnych wtek pierwotny trzeba zawiésiinaczej

ip=np-1

sumowaniedot = Zdog maze zaczc¢ Sig wezeniej niz watki potomne oblicz
ip=0

wyniki dot, i=01...,np—-1 . Zawieszenie wku pierwotnego odbywa i

poprzez wywotanie funkcjpiVaitForMultipleObjects

DWORD WINAPI WaitForMultipleObjects(

__in DWORD nCount, /Inumber of child threads
__in const HANDLE *IpHandles, //array of handfes child threads
__in BOOL bWaitAll, /fflag

__in DWORD dwMilliseconds  /[The time-out intetva
);

Przy swoim zakaczeniu kady watek potomny podaje sygnat systemowi
operacyjnemu. Funkcj@/aitForMultipleObjectsprzechwytuje te sygnaty, azgi
flagabWaitAll = TRUE , to witek pierwotny obudzi gj jak tylko wszystkie wtki
potomne skacza swop prace. ParametiwMilliseconds= INFINITE oznaczaze
watek pierwotny kdzie czekat na zakeozenie vatkobw potomnych nieokéony
odcinek czasu, czyli nie obudzi¢silopdki WaitForMultipleObjectsnie dostanie
sygnatéw od wszystkich atkéw potomnych. Tylko po obudzeniwtek pierwotny
dostaje wyniki oblicz& watkéw potomnych i wykonuje sumowanie.

Tablice x, y w obszarze kalego vatku potomnego stylko do odczytu, dla
tego mana nie martwd si¢ o konflikty w paméci podrcznej. Przyjmujemy
zgrubny podziat danych poguzy watkami (rys. 3.4). Wskanik do pocatku
czesci tablicy wektora, przekazywanego datlw ip, mazna policzy jak

tDat[ip].X = &X[ip*loc_N], tDat[ip].Y = &Y[ip*loc _N],

gdzieloc_N=N/np.

Kazdy watek potomny umieszcza swoj wynik do osobnego eléméablicy
tDatfip].res. To daje maliwos¢ przekaza wynik watkowi pierwotnemu po
zakaczeniu wgtkow potomnych. Oprécz tego, #dy watek umieszcza swéj wynik
do osobnej zmiennej, dla tego synchronizacja papiste w zmieng tDat[ip].res
nie jest potrzebna.

Zmiennerrr kazdego wgtku definiujemy, jako zmienne lokalne, a po oblitize
ich wartaci przypisujemy ddDat[ip].res

double register rrr;
for(it=0; it<ptrDat->ntimes; it++) //powtarzamy mn ozenie
/Intimes razy

rrr = 0.0;
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for(i=0; i<loc_N; i++)

{
}

ptrDat->res = rrr;

rer += X_loc[i]*Y_loc]i];

}

Aby mierzone odcinki czasu nie byly zbyt krotkimwiarzamy obliczenia dla
kazdego watku ntimes razy, poniewa dla krotkich odcinkdéw czasu funkcje
pomiarowe podaj niedoktadne wartmi. Wskanik ptrDat wskazuje na element
tDat[ip] .

Poniewa rrr jest zmienn lokalrg, umieszczop w stosie wgtku, jej
modyfikacja odbywa si bezpiecznie z punktu widzenia konfliktbw w paoii
podrcznej procesorow.

Rozwamy wyniki dla dwéch zada(rys. 3.15), wykonanych na komputerze z
procesorem Intel® Core™2 Quad.

- A-ideal ——N=100000 —x—N=100000000
4
3
[«
[ =
S~
2 2
g-
wv
1
0
0 1 2 3 4
number of processors

Rys. 3.15 Algorytntot = Xy . Komputer z procesorem Intel® Core™2 Quad
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Pierwsze zadanie ma rozmigdr= 100 000 przytimes= 100 000, a drugie N
= 100 000 000 przyntimes= 100. Liczba przetwarzanych danych jest doktadnie
taka sama. W pierwszym zadaniu tablice wektosdwy 3 rozmieszczane w
pamkeci podgcznej procesorow, a w drugim — nie. Dla tego speeddla
pierwszego zadania jest praktycznie idealny, aldigiego — bardzo staby.

Dalej nas bds interesowa wyniki dla duwych tablic danych, ktére niegs
umieszczane w pagui podecznej. Obliczenia zostaty wykonane na komputerach:

» Komputer z cztery-rdzeniowym procesorem Intel® C¥2Quad CPU Q6600

@2.40 GHz, cache L1:x382 KB, L2: 4096 KB, RAM DDR2 333.7 MHz, 8 GB,

chipset Intel P35/G33/G31, OS Windows VI§tdBusiness (64-bit), Service Pack
2.

» Komputer z cztery-rdzeniowym procesorem AMD Phenorii™4 995 3.2
GHz; L1: 4x64 KB, L2: 4x512 KB, L3: 6 MB, RAM DDR2066 MT/s, 16 GB,
chipset AMD 790X, OS Windows Vistd Business (64-bit), Service Pack 2.

« Stacja robocza DELL z dwoma procesorami Intel X¥6660 @ 2.8 GHz /3.2
GHz (2x6 = 12 rdzeni), RAM DDR3, 24 GB, OS Window§4-bit).

W tab. 3.1 g podane wyniki rozwgzania zadania o rozmiarke= 100 000 000,
ntimes= 50, aplikacja 32-bitowa (platforma ia32) dla kmrteréw z procesorami
Intel® Core™2 Quad i AMD Phenom™ II x4 995.

Tabela 3.1
Poréwnywanie wynikéw algorytmdot = xTy na ré&nych komputerach.
N = 100 000 000ptimes= 50
Liczba Core™2 Quad (2.4 GHz, DDR2) AMD Phenom lIx4 995 (&Hiz,
procesorow DDR3)
Czas obliczé, ms $=TTp Czas obliczé, ms S=TuTp
1 15719 1 16 880 1
2 14 531 1.08 9 828 1.72
3 14 051 1.12 7 410 2.23
4 13 766 1.14 6 428 2.63

Wykresy speed umgrzedstawione na rys. 3.16. Na jednygtku komputer z
procesorem Intel® Core™2 Quad wykazal wynik, lepsay komputera z
procesorem AMD Phenom™ Il x4 995, chaciden ostatni ma wksz
czestotliwos¢ taktowania. Na dwéch stkach ju wyraznie wida przewag
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komputera z procesorem AMD Phenom™ || x4 995, aziarech — czas oblicze
na drugim komputerze jest dwa razy mniejszy odcpddiczer na pierwszym.

Wykresy speed up (rys. 3.16) demonsirig komputer z procesorem AMD
Phenom™ |l x4 995 z pagtia DDR3 ma znacznie lepsze przyspieszenie od
komputera z procesorem Intel® Core™2 Quad z pamDDR2.

4 p
3 <

Q.

|—

S~

S VD ideal

o

n —® QuadCore/DDR2
1 —a— AMD/DDR3
0

number of processors

Rys. 3.16 Algorytndot =xTy . Poréwnywanie speed up namgch komputerach

W tab. 3.2 § podane wyniki oblicze zadania o rozmiarzil = 100 000 000,
ntimes= 40 na stacji roboczej DELL, a na rys. 3.17 — kegly przyspieszenia przy
zwiekszeniu iléci procesoréw.

Krzywa "ideal" odpowiada idealnemu przyspieszeriitgre nie mae by
zrealizowane na procesorach, wspigggh trybturbo-boostintel TB, 2011].

Krzywa "id-tb-fun” jest aproksymagjidealnego przyspieszenia w tryliiegbo-
boost jest to parabola kwadratowa, ktéra przechodzepmaunkty (0; 0), (1;1),
(12; 10.5), gdzie warté 10.5 = 12*2.8/3.2 (zaktadamyie przy obcizeniu
wszystkich rdzeni estotliwos¢ procesoréw zmniejszagsido 2.8 GHz, a przy
obcigzeniu tylko jednego rdzenia gztotliwos¢ wynosi 3.2 GHz).

Krzywa "ideal-tb" jest to wynik testowania programektory intensywnie liczy
funkcje trygonometryczne przy tym praktycznie nieciazajac uktadu pamgci.
Mozna uznd, ze speed-up dla takiego algorytmgdbie bardzo zbkony do
przyspieszenia idealnego.
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Krzywe "id-tb_fun" i "ideal-tb" g bliskie, satd wynika, ze mog one
przedstawié przyspieszenie idealne dla podanegoeprz

Tabela 3.2

Przyspieszenie oblicagprzy zwickszeniu ilci watkdw dla zadaniaot = xTy na stacji roboczej

DELL, dwa procesory Intel Xeon X5660 @ 2.8 GHz /@Hz (2x6 = 12 rdzeni), RAM DDR3, 24
GB. N =100 000 00mtimes= 50

llos¢ Czas oblicza, s =TTy
procesoréw
1 8.611 1
2 4.851 1.78
3 4.228 2.04
4 4.305 2.00
5 3.557 2.42
6 2.792 3.08
7 2.558 3.37
8 2.527 3.41
9 2.450 3.51
10 2.371 3.63
11 2.527 3.41
12 2.418 3.56
12
id-tb_fun
101 ideal —
ideal-tb o
dotProd _e—
8l
£
6
I
o
%)
4 5
./»/‘,___.,./-o—/a"\‘,_/—«
2
0

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
number of processors

Rys. 3.17 Algorytndot = x"y . Speed-up, stacja robocza DELL
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Nawet na 12-rdzeniowej stacji roboczej DELL podaadgorytm wykazuje
bardzo ograniczone przyspieszenie. Wspotczynnikawaci q = f/m (f — liczba
operacji arytmetycznychm — liczba transferéw danych) wynosi 1. To oznac¢ea,
na kady transfer danych wypada jedna operacja arytmetcZalamy, ze
trwatos¢ jednej operacji arytmetycznej wynosi 1 ns, a tod@kransferu jednego
stowa double — 100 ns. g8t wynika,ze 99 ns procesorctzie czekal na nagine
przestanie danych.

Teraz zwgkszymy liczle procesorow do 2. W przegu 1 ns kady procesor
bedzie wykonywal 1 operagjarytmetycza — razem 2 operacje arytmetyczne.
Magistrala musi obshy¢ 2 procesory i przesta2 kolejne stowa double. de
magistrala nie ma zapasu przepust@ioto kedzie potrzebowata 200 ns. Czas
oczekiwania kadego procesora edzie zwkkszony praktycznie dwukrotnie,
poniewa liczba operacji arytmetycznych, wykonywanychzdkam procesorem,
zmniejszyta si tez dwukrotnie, wgc 0ogolny czas wykonania zadania pozostaje taki
sam, jak w przypadku oblicaesekwencyjnych.

Z tego wynika, ze algorytmy o niskie] wydajrsgci na komputerach
wielordzeniowych klasy PC, ktére mapdnanie nie wiellky przepustowst uktadu
pamkci, nie nadaj si¢ do istotnego przyspieszenia przy ekgzeniu ildgci
watkdw, poniewa ta sama magistrala nie jest w stanie jednoteeobstuy¢ kilka
procesorow.

3.5. Wyniki testow typowych algorytméw na komputerah
wielordzeniowych PC.

Podobna sytuacja wynika takdla algorytmu mnaenia macierzy przez wektor
y = A-x. Dla zadania o rozmiar2¢ = 10 000 w pamgici podrcznej L2 midci sie
wiersz macierzy oraz wektor . Dla tego wskanik wydajnaci q = 2 (rozdziat
2.1.3). Wyniki tego testu na komputerach z procasointel® Core™2 Quad oraz
AMD Phenom™ || x4 995gpodane w tab. 3.3 i na rys. 3.18.

Chocia speed up dla tego zadania jest teoddpszy od poprzedniego, nie
zmienia to wnioskuze dla algorytméw o niskiej wydajka na wielordzeniowych
komputerach klasy PC nie dag¢sioshgna¢ istotnego przyspieszenia przy
zwiekszeniu ilégci watkow.
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Tabela 3.3
Poréwnywanie wynikéw algorytmy = A-x na ré&nych komputerachN = 10 000ntimes= 50
Liczba Core™2 Quad (2.4 GHz, DDR2) AMD Phenom lIx4 995 (&GRz,
procesorow DDR3)
Czas oblicz&, ms $=TJTp Czas obliczé, ms $=TJTp
1 9 469 1 8 424 1
2 7 250 131 5023 1.68
3 6 884 1.38 3868 2.18
4 7078 1.34 3370 2.50
4 ;
’I
l"
I"
3 ;
’I
lg' ’I’/
S~ i
i 2 ’
i N R 5 B ST ideal
Q.
n — — % - — m -® QuadCore/DDR2
1 —&— AMD/DDR3
0

0 1 2 3 4

number of processors

Rys. 3.18 Algorytny = A-x . Poréwnywanie speed up nan§gch komputerach

Powstaje pytanie: czy istnigjakie algorytmy, ktére mmma tatwo przyspieszy
przy zrownolegleniu na komputerach wielordzeniov&/ch

Tak, g to algorytmy, dla ktérych magistrala nie jest abona.

Takim algorytmem jest obliczenie numeryczne caliétody trapezéw, jdi
funkcja podcatkowa jest przedstawiona analityczAedanie to nie zawiera 2
transferéow danych RAM — cache — RAM dla tego wykezwardzo dobry speed

up.
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Inny algorytm, ktory pracuje z dymi tablicami danych — to algorytm
mnazenia macierzy przez macierz mejotlokowg. Oszacowanie wskaika

wydajnaci wynosi g=+M /3 , gdzieM — rozmiar pamici podiecznej (rozdziat

2.1.4). Na kady transfer danych taki algorytm wykonujg M /3 operacji
arytmetycznych. Dla dd duzego rozmiaru cachié liczba pustych cykli procesora
bedzie minimalna, a magistrala zostanie @dona. Powstaje to w skutek
wielokrotnego aycia paméci podrcznej (cache reuse) .

W tab. 3.4 s podane wyniki zadani€ = A-B dla jego ré@nych realizacji na
komputerze z procesorem Intel Core™2 Quad z gamDDR2, ktéry dla zada
poprzednich wykazywat najgorszy speed-up.

Tabela 3.4

Wydajnasi¢ (MFLOPS) r@nych algorytméw zadani@ = A-B, N = 4 000, przy zwgkszeniu
liczby procesoréwp (platforma x64, komputer z procesorem Intel® Core@{&d).

Algorytm np=1 np=2 np=3 np=4
Naiwny (kj) 1104 1532 1662 1706
Metoda blokowa (cache blocking) 192p 3819 564p 57b

Metoda blokowa w technice Intel MKL (cache

Y
blocking, XMM register's blocking) 7239 13813 19026 2356

DGEMM Intel MKL 8 984 17 792 17 811 29 293

Kazdy z podanych algorytmow jest przedstawiony w ro&iz.4, a ich speed
up — narys. 3.19 . Ostatnia metoda byta pobréviblivteki Intel MKL.

Algorytm naiwny (kj) dla rozmiaru zadanid = 4 000 ma wskanik wydajnaci
2, poniewa dwa wiersze macierzyysimieszczone w pagti podrcznej L2. Jest
to algorytm o niskiej wydajriei. Dla tego speed up jest dla niego ograniczoay, n
podanym sprxie nie przekracza on waftm 1.6 .

Algorytm blokowy oraz algorytm wykonany w technitgel MKL (rozdziat
2.1.4) intensywnie wykorzystyjpamié podrczm i w skutek tego odgraja
magistra¢. Dla tego otrzymadmy na 4 wgtkach przyspieszeniegau 3.2 — 3.4 .

Na rys. 3.20 g podane wyniki poréwnywania speed up algorytmu nago,
algorytmu blokujcego tylko cache oraz algorytmu DGEMM z Intel MKL,
otrzymane na stacji roboczej DELL. Krzywe "id-tbnfui "ideal-tb" g
oszacowaniami przyspieszenia idealnego dla podaregoputera, procesory
ktorego wspieraj tryb turbo-boost Tu dla algorytmu naiwnego (ikj) udatoesi
uzyska& maksymalne przyspieszenl® = 5.6 , a dla algorytmu blokowego i
DGEMM — odpowiednids, = 10 1S, = 8.8.
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Rys. 3.19 Zadani€ = A-B . Poréwnywanie speed up dlazngch algorytméw na komputerze z
procesorem Intel® Core™2 Quad

12
id-tb_fun
10l ideal —
ideal-tb -o-
naive (ikj) -@-
8L block cache —A-
N DGEMM MKL g \
|~
6
1
&
4
2

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
number of processors

Rys. 3.20 Zadani€ = A-B. Poréwnywanie speed up dlanfch algorytmoéw na stacji roboczej
DELL (12 rdzeni)
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Na rys. 3.21 zostat podany diagram naksizej wydajnéci, osagnictej dla
algorytméw naiwnego (ikj), blokowego i DGEMM.

120000

100000 —

80000 —

60000 —
104879

MFLOPS

40000

20000

HP block cache DGEMM

Rys. 3.21 Zadani€ = A-B. Poréwnywanie maksymalnej wydagebdla r&nych algorytméw na
stacji roboczej DELL (12 rdzeni)

Jeili dla algorytmu naiwnego (ijk) maksymalna wydaj@owynosi 8.8
GFLOPS, to dla metody DGEMM z Intel MKL — 104.8 GFDS. Wycie
zaawansowanych technik daje #ivos$¢ podniesienia wydajrigi o 11.9 razy na
podanym komputerze.

Przy konstruowaniu algorytméw zZonych wszystko, co nie zostanie
doprowadzone do algorytmu mismia macierzy przez macierz albo algorytmow,
podobnych, co do zakresu wydajop bedzie miato stabe przyspieszenie. Ten
wniosek dotyczy algorytméw algebry liniowej dla neey gstych,
zrealizowanych dla komputerow wielordzeniowych kld#C oraz pracagych z
duzymi tablicami danych.
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3.6. Obliczenie dopetnienia Schura przy zrownoleghu na
podstawie OpenMP. Mikrojadro dla pracy z rejestrami XMM,
pakowanie danych.

Rozwamy rozwihzywanie ukladow rowna liniowych algebraicznych z
maciera symetryczga metody blokows Choleskiego, podanw rozdziale 2.2.2.
Podstawow procedug w tej metodzie jest obliczenie dopetnienia Schiz&6).
Wiasnie na tym etapie w pierwszej kolefod trzeba stosowa techniki
Zaawansowane.

Rozwigzanie  takiego  zadania  procedurami DGEMM, DSYRK,
przedstawionymi bibliotekami wysokiej wydagod (na przykiad, Intel MKL),
wymaga umieszczenia w pajoi gldwnej calej macierzy, nawet sJe jest to
macierz symetryczna. Przy tym w paniigtdwnej trzeba przechowywa\? liczbe
elementéw. Dla macierzy symetrycznej wystarczy gnpavywa tylko dolny albo
tylko gorny trojkat. Wynosi toN(N+1)/2 =~ N¥2 elementéw. W wielu przypadkach
przy rozwhzywaniu zada technicznych zaoszedzenie pamici gtownej jest
zasadniczym faktorem, ponieswad niego zalgy, czy okrglone zadanie zostanie
rozwigzane na dogpnym komputerze. Typowym przyktadem jest ragyiwanie
uktadéw rowna liniowych algebraicznych MES (Metoda Elementow
Skonczonych) metogl wielo-frontalry [Fialko, 2009, CT], [Fialko, 2009, M].
Metoda wielo-frontalna doprowadza sfaktoryzowanieacierzy rzadkiej do
sekwencji sfaktoryzowania macierzgstych — tak zwanych macierzy frontalnych
(rozdzialy 5.2, 5.6, 5.7). Dla tegeby zadanie bylo rozwrane, koniecznie jest
umieszczenie najwkszej macierzy frontalnej w paati RAM. Dla dwych zada
(1 000 000 — 5000 000 réwiarozmiar macierzy frontalnej wynosi 10 000 —
16 000. Dla ogolnego schematu przechowywania potezey 760 — 1 950 MB
pameci RAM, a dla symetrycznego schematu — 380 — 975 &Bdaje maliwosé¢
rozwigzywania takich zadanawet na platformie 32 bitowej. Widwie dla tego
powstaje konieczrid tworzenia algorytmu blokowej metody Choleskiegaypr
symetrycznym schemacie przechowywania macierzy.

Dolna tréjlgtna czs$¢ symetrycznej macierzj jest umieszczona kolumna po
kolumnie w pamjci RAM (rys. 3.22).

Macierz zostata podzielona na bloki. Kolumny bloleogsy mapowane na ifie
watki, gdzie liczby 0, 1, ... , 3 oznacgzajdpowiednie numery ytkdw. Jeden krok
faktoryzacji blokowej sktada sz nas¢pujacych etapow (rozdziat 2.2.2) .

W pierwszym etapie sfaktoryzujemy blok diagonal2y24) — rozdziat 2.2.2. W
drugim etapie obliczamy bloki pod diagogmal2.25). Algorytm obliczenia
dopetnienia Schura (2.26) — etap trzeci — jestgstaaviony na rys. 3.22, a diagram
mnazenia blokow oraz pakowanie danych — na rys. 3.28wHoleglenie zostato
wykonane na podstawie OpenMP, przy czym zrownotegjest ptla zewrtrzna.
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Dla podanego zadania nie jest oczywiste, jak pdidziene ponudzy watkami,
poniewa kazdy watek przetwarza e obgtosci danych (rys. 3.22). Okazatcesi
ze klauzula sheduler (dynamic)zapewnia dobre zrownowenie obcizenia
pomiedzy watkami.

01 2 3 01 2 3

<
[

Rys. 3.22 Symetryczny sposéb przechowywania macimrzy umieszczeniu jej elementow
kolumna po kolumnie.

/I PackW
# pragma omp parallel for private(ib, jb) schedulefdynamig
for(jb=0; jp<Nb; jb++)

{
/lPack Wi,
for(ib = jb;ib < Nbjib + +)
{
E’ib,jb = E’ib,jb _wib Mij
}
}
Rys. 3.23 Algorytm obliczenia dopetnienia Schura
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Rys. 3.24 Diagram mmenia blokdw oraz pakowanie danych

W petli wewnetrznej mnaymy bloki macierzyv~\/ib, VT/jTb i otrzymujemy blok

Cip,jp- Dane bIokéwWib, VT/]-Tb s tylko do odczytu, a dane blok@,, ;, — tak do
odczytu jak i do zapisu. Kdy watek dokonuje zapisu do swojego osobnego bloku

Ci, j» - Dla tego synchronizacja typu sekcji krytycznyo# jest potrzebna.
Technika mneenia blokow jest przedstawiona na rys. 3.

24. W celu

wektoryzowania oblicze uzywamy rejestrow XMM. Podzial blokoéw na klatki
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m x n, przy blokowaniu XMM rejestréw jest oznaczony cignk liniami. Na
platformie 32-bitowem = 2,n, = 4, a na platformie 64-bitowejm = 4,n, = 4 .
W dolnej czsci rys. 3.24 jest podane pakowanie danych wgrzrblokow z celem
zmniejszenia chybiew pameci podgcznej przy odczycie.

Przepakowujemy catkolumre blokowa W przed uruchomieniemepi jb
(rys. 3.23), poniewablok V~\/ib zalery od indeksu iteracji gili wewnetrznej. Blok

VT/jTb nie zaley od indeksub , dla tego przepakowujemy go przed uruchomieniem

petli wewnetrznej. Przygty schemat przepakowania jest optymalny, poniegray
wykonaniu calego zadania liczba transferéw danyth kbzdej tablicy nie
przekroczy liczby elementéw danej tablicy (rozd2&t.4.6).

Rozmiar blokuly, jest wyznaczony pod warunkier®e trzy bloki zmieszcz sie
w pamkci podecznej L1. Bezpgrednie zastosowanie procedury DGEMM dla
obliczenia wyraenia w pgtli wewnetrznej nie jest skuteczne, poniewalla
przyjetego schematu przechowywania macierzy symetrycprepd kadym
mnazeniem trzeba wykonywaprzepakowanie danych w albie kazdego bloku.
Dla schematu przechowywania ogolnego przepakowdaieych nie bylo by
potrzebne — wystarczytoby tylko padeadres pocsku bloku oraz "leading
dimension" — rozmiar kolumny catej macierzy.

Dla tego wtasne mikrafro bylo napisane przyzuciu techniki SSE2 — kod
niskiego poziomu, ktéry bezpeednio realizuje operacje nad rejestrami XMM. Ten
kod jest podobny do przedstawionego w rozdzialeds1

W tab. 3.5 zostata podana wydajagroponowanej metody dla 1, 2, 3 i 4
watkow. Wyniki g3 otrzymane na komputerze z procesorem Intel® Cor€)ifad.

Tabela 3.5

Wydajnas¢ (MFLOPS) blokowej metody Choleskiego dla zadaniazmiarze N = 4 000 w
zaleznaosci od liczby procesoréw (komputer z procesoremi®i€ore™2 Quad). Na poziomie
mnazenia blokéw § uzywane techniki zaawansowane.

Platforma ia32 Intel 64 (x64)

Liczba procesorow 1 2 3 4 1 2 3 4
MFLOPS 4459 8395| 11567 142995526 | 10437| 1455P 18 151
S=TuTp 1 1.88 2.59 3.21 1 1.89 2.68 3.2

W tab. 3.6 jest podana wydafgoblokowej metody Choleskiego, gdzie na
poziomie mnaenia blokoéw jest stosowany algorytm naiwny.

Przyspieszenie przy zgkszeniu ildci procesorow w obuch przypadkach jest
dobre, jednak zycie technik zaawansowanych na poziomie semia blokdw
istotnie podnosi wydajrso.
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Na platformie 64-bitowej stosuje ¢siblokowanie rejestrow 4 x 4, a na
platformie 32-bitowej — 2 x 4. Dla tego wydagdometody z uyciem technik
zaawansowanych na platformie 64 bitowej jestszp. Przy metodzie zywajacej
w czasie mngenia blokéw algorytmu naiwnego, wydagdona platformie 64-
bitowej mato s rézni od wydajndci na platformie 32-bitowej.

Tabela 3.6

Wydajnai¢ (MFLOPS) blokowej metody Choleskiego dla zadaniazmiarze N = 4 000 w
zaleznosci od liczby procesoréw (komputer z procesoremi®t©ore™2 Quad). Na poziomie
mnazenia blokéw jest iywany algorytm naiwny.

Platforma ia32 Intel 64 (x64)

Liczba procesorow 1 2 3 4 1 2 3 4
MFLOPS 1575 31000 4519 5231 1587 310 459951
Sp=Ti/Tp 1 1.97 287 | 3.32 1 1.97 2.9(|) 3.47

3.7. Jdli Panstwa komputer ma kilka rdzeni ... .

Czesto od producentow oprogramowania zm@ ustysz& "Jeli Panstwa
komputer ma dwa procesory, to nasz progradzie liczyt dwa razy szybciej...".

Sformutujemy to inaczej: czy ne speed up wygbowa, jako wyczerpujca
miara jakdci systemu obliczeniowego rownolegtego?

Dla odpowiedzi na to pytanie rozway przyklad obliczenia iloczynu
skalarnego dwoch wektorow w trybie wielgtkowym (rozdziat 3.4) przy
rozmiarze zadanidN = 10 000 000 ntimes= 100. Tablicyx, y nie mog by¢
umieszczone w pagti podiecznej, dlatego przy wykonaniu zadanigdd ciagte
pobierane z parati RAM.

Dla zrownoleglenia zastosujemy Intel Threading &uaiy Blocks [TBB]. W
pierwszej realizacji zyjemy dla wektoréw typ danychoncurrent_vectqrktéry
zostal wprowadzony przez Intel i przeznaczony dbdiceen wielowatkowych.
Kolejno w drugiej zastosujemy dla tablic y typ double Kod programu jest
przedstawiony w za€zniku 4. Program byt tworzony w IDE Visual Stud008 z
kompilatorem Intel C++ 11.1.046 ze wsparciem TBRcfDkompilatora g /c /02
/Qipo /EHsc /MD /GS /fp:fast. Obliczenia byly wykame na komputerze z
procesorem Intel® Core™2 Quad w wersjieasena platformie 32-bitowe;.

W tabeli 3.7 g podane czasy wykonania zadania dla typdéw danych
concurrent_vector double a na rys. 3.25 jest przedstawiony speed up.

Dla typu danychconcurrent_vectomprzyspieszenie wygtla dé¢ dobrze. Dla
typu doublespeed up jest bardzo staby. Na pierwszy rzut @lstosowanie typu
danych concurrent_vectorrozwigzato problem z nisk przepustowscia uktadu
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pameci. Jednak analizag wyniki, jakie g podane w tabeli 3.6, zauway, ze
czas obliczé na dwoch wtkach dla typudoublejest mniejszy od czasu oblicze
na czterech wtkach dla typuconcurrent_vectorOznacza toze dosgp do danych
typu concurrent_vectorjest znacznie wolniejszy od degt do danych typu
double Przyspieszenie jest lepsze, ponigwka danych typuloubleczas obliczé
jestmniejszy.

Tabela 3.7

Czasy wykonania zadania (ms) dlamgch typow danychiN = 10 000 000ntimes= 100.

Liczba concurrent_vector double
procesorow
1 8112 3120
2 4150 2730
3 3151 2762
4 2 855 2 854
4
ideal —
concurrent_vector -@-
3 double -@-
o
5
=2
I
Q.
n
1 o -0
1 2 3 4

number of processors

Rys. 3.25 Zadanie detx"-y. Zréwnoleglenie na podstawie TBB. Poréwnywanie spgedla
réznych typéw danych. Komputer z procesorem Intel® Cé2eQuad

Z tego wynika: speed up nie e by przyjety, jako jedyna miara jakoi
systemu obliczeniowego réwnolegtego. Koniecznegsegacowanie czasu oblicze
albo wydajndci razem ze speed up.
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4. Macierzy rzadkie symetryczne.

4.1 Podstawowe pajcia. Graf przylegtosci. Zbior przylegly.
Struktura poziomoéw z korzeniem w wierzchotku peryfeyjnym.
Formaty skompresowane.

Istnieje wiele technicznych i naukowych problemawktorych zastosowanie
formalizacji matematycznej prowadzi do dziatanad macierzami rzadkimi
symetrycznymi. To g zadania mechaniki, hydromechaniki, elektromagmatyz
fizyki jadra atomowego, modelowanie znych systemow ekologicznych itd.
Zwykte w takich zadaniach powsiaacierze rzadkie o dym rozmiarze — setki
tysiecy i miliony rowna.

Rzadkimi nazywamy macierze, zawie® wiele zerowych elementow.
Dziatania nad takimi macierzami wymagappracowania specjalnych struktur
danych, ktére dajmozliwos¢ obepé operacje nad elementami zerowymi i w taki
sposob istotnie podrié wydajnag¢ obliczer i zmniejszy zapotrzebowanie na
pami¢ gtdbwng.

Podstawowymi dziataniami nad macierzami rzadkigni s
* Mnozenie macierzy przez wektor.

» Faktoryzacja macierzy.
* Podstawienia bezgmednie i wsteczne.

Na przyktadach z dziedziny mechaniki konstrukcji ramach ptaskich —
rozwazmy, jak powstaj macierze rzadkie. giziemy wyr@nia¢ z caltego modelu
MES (metody elementow skozonych) wgzly i elementy skaczone. Wzly — g
to nieska@iczone mate twarde ciata, w ktérych gczone pety ramy ptaskiej —
elementy skaczone.

Przy tworzeniu modelu obliczeniowego preprocesorogmmu MES
automatycznie numeruje ¢aty. Uzytkownik maze w r&nej kolejngci tworzy
elementy tej konstrukcji. Dla tego ten sam moddicabniowy mae mig rozne
ukltady numerowania gzidw. Na rys. 4.1 g podane dwa e sposoby takiego
numerowania.

Macierz sztywnéci MES jest macierg rzadl, struktura, ktérej zafy od
topologii modelu obliczeniowego (od tego, jakiezly sa taczone elementami
skahczonymi, a jakie — nie) oraz od sposobu numerowawiztow. Kazdemu
niepodpartemu wztowi modelu obliczeniowego ramy ptaskiej w macierzadkiej
odpowiada kolumna blokowa (wiersz blokowy) o szekok 3, poniewa kazdy
wezel ramy plaskiej zawiera trzy stopnie swobody. &ad podpor zmniejsza 86
stopni swobody w wle, ale podstawowo nie wptywa na igtorawartgci,
prezentowanych w danym rozdziale. Dlatego datgjzlemy rozwaali uklady
niepodparte.
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3 4 1 2
2 5 3 4
1 6 5 6
(a) (b)

Rys. 4.1 Rane sposoby numerowanigmow ramy ptaskiej

Na rys. 4.2 g przedstawione umieszczania elementéw niezerowyphrtrety
tych macierzy albo niezerowe struktury rzadko

12 3 456 12 3 456
X 1 x x
2 X X X 2
X 3 X X X
X 4 X X 4 X
X X 5 X 5
6 X 6

(@) (b)
Rys. 4.2 Niezerowe struktury rzadkodla ramy ptaskiej z numerowaniengztdw, oznaczonym na
rys. 4.2 (a, b)

Dla takich uktadéw réwma na gtoéwnej diagonali znajdujsic elementy
niezerowe, oznaczone jako 1, 2, ... , a niezerolmenty poza diagonalne s
oznaczone jako X'. Kazdemu niezerowemu elementowi w danym zadaniu
odpowiada gsta podmacierz o rozmiarze 3x3. Daledhemy zakladg ze w
kazdym wezle modelu obliczeniowego znajduje $ylko jedno rownanie. Upkgi
to zrozumienie materiatu bez obenia ogélnéci wnioskow.

Na rys. 4.2 s podane numerowania kolumn macierzy oraz elementow
diagonalnych. Struktura macierzy rzadkiej odzwiedt topologie modelu
obliczeniowego. Dla ukladu numerowania (a) (ry4d, 4) wzel 1 jest 4czony z
weztem 2, lecz nie jeshézony ani z wziem 3, ani z wztem 4, itd. W macierzy
rzadkiej (rys. 4.2, a) w pierwszym rownaniu mamykady niezerowy poza
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diagonalny elemenéi, . Wezet 2 ma za gsiadow wzlty 1, 3, 5. W macierzy
rzadkiej w drugim wierszu mamy niezerowe poza diadioe elementyayi, as,
aps . itd. Inaczej ujmujc, wezet 1 nie ma nadcie gsiadow wziéw 3, 4, 5, 6. W
pierwszym wierszu macierzy rzadkiej elemeaty ais4, ass, a16 3 zerowe. \gzet 2
nie ma wrod swoich gsiadow weztdéw 4, 6. W drugim wierszu elemerdys, azs 3
zerowe. itd. Doktadnie taka sama zales¢ istnieje i dla uktadu numerowania (b).
Zalecam czytnikowi rozway¢ to samodzielnie.

Ogolny wniosek jest taki. di dowolna para wzidw i, | jest poiczona
chociaby jednym elementem skozonym, w macierzy rzadkiej powstaje
niezerowy element poza diagonalmy W przeciwnym wypadku (paragztow i, j
nie jest 4czonazadnym elementem skozonym) element macieray =0 .

Podany przyktad ukazujee struktura macierzy rzadkiej zajeod sposobu
numerowania wztéw modelu MES (poréwnaj rys. 4.2,a i rys. 4.2®@yraniczymy
si¢ rozwaeniem macierzy rzadkich symetrycznych. Niezerowaksira takiej
macierzy jest przedstawiona grafem spépnoCzsto taki graf jest nazywany
grafem przylegtéci i oznaczany jak@(X, E). Tu X jest zbiorem wierzchotkéw, a
E — zbiorem krawdzi. Kazdemu wierzchotkowi grafu w macierzy rzadkiej
odpowiada kolumna albo wiersz, azba krawedz grafu reprezentuje niezerowy
poza diagonalny element macierzy. Diagonalne elgmen przedstawione
petlami, ktére wychodz z podanego wierzchotku i zamykajsic na nim.
Zazwyczaj na tego typu grafie wspomnianglep nie § pokazywane. Graf jest
nieskierowany, poniewamacierz jest maciegzsymetryczg (a; = a;).

Bedziemy uwaaé, ze uklad numerowania eztéw (rdbwna macierzy rzadkiej)
(&) (rys. 4.1, 4.2) jest podstawowym, czyli takijfaki powstat przy tworzeniu
modelu obliczeniowego. Przy przeju od ukladu numerowania (a) do uktadu (b)
macierz rzadka zmienia svgoptruktue. Procedura prz&fia od jednego uktadu
numerowania do innego otrzymata nazwporzdkowania (reordering) ukfadu
rownai. Na rys. 4.3 (a, bagpodane odpowiednie grafy przyleggddla kazdego z
uktadéw numerowania. Dla uktadu (b) numery wierzkbew s3 oznaczone nad
podstawowymi numerami.

1 2

oolf 6ef

(@) (b)

Rys. 4.3 Grafy przylegtmi, reprezentujce macierze rzadkie, przedstawione na rys. 412)(a,
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Przefcie od jednego uktadu numerowania do innego jezeédstawione za
pomog tablicy permutacji (permutation arraierm

old_number= Pernfnew_numbdr.

Tu new_number numerowanie wierzchotkéw w uktadzie (b)old_number
w podstawowym uktadzie (a). Dla podanego przyki®éum= (3, 4, 2, 5, 1, 6) .
Oznacza toze pierwszym w uktadzie (b) jest wierzchotek 3 (4<3, b), drugim —
4, trzecim — 2, itd.

Przetwarzanie macierzy uktadu rowirianiowych algebraicznych przy zmianie
numerowania niewiadomych nazywae spermutacjami. Operatorem takiego
przetwarzania sfy kwadratowa macierz permutadfi kazda kolumna i kady
wiersz, ktérej zawierajtylko jeden element — 1. Pozostatymi elementanziesa.

B=P"AP, 4.1)

gdzie A — macierz rzadka w podstawowym ukfadzie numerosydhi— macierz
permutacji,B — macierz rzadka w nowym ukiladzie numerowaniay mzym

P-PT =1, | —jednostkowa macierz. Dla podanego przyktadu
&, 8 000010
y,; 8y, ay Ay 001000
A= 83, Qg3 agy ’ P:100000;
Q3 3y Qs 010000
as, 85, a5 g6 000100
g5 Agp 0 00OO01
833 83 Az
Q3 Ay 5
B = A3 3y Qy Ay
85, 95 G55 856
3 R
855 356

W pierwszej kolumnie macierzy permutaBjijedynka znajduje siw trzeciej
pozycji. Odpowiada to pierwszemu elementowi tabRsrn{l] = 3. W drugiej
kolumnie jedynka znajdujeesiv czwartej pozycji — odpowiada ®erni2] = 4. |
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tak dalej. Oznacza tage tablica permutacfPermjednoznacznie definiuje macierz
permutacjiP.

Obliczenie bezpwednie (4.1) dla diych macierzy jest procedurdoi¢
pracochtonn, dlatego w praktyce najpierw tworzyedablicc permutacjiPerm a
pézniej — agreguje simacierz rzadk od razu w nowym uktadzie numerowania.
Tworzenie tablicy permutacjPerm odbywa s na podstawie analizy grafu
przylegicci dla macierzy rzadkiej w podstawowym ukiadzie ewowania. Dla
tego trzeba stworzytylko ten graf i wykoné& szereg dziala zwigzanych z
uporzdkowaniem. Agregacja macierzy rzadkiej w podstawowykiadzie
numerowania nie jest potrzebna.

Nazywamy dwa wierzchotki grafasiednimi, j&li {x y}OE.

Jeli Y O X, to zbiér przylegly dlav jest Adj(Y)={x0x -Y|[@yoOy)x y}OE}.
Na przyktad, na rys. 4.4 dla zbiorv, sktadagcego st z wierzchotkdw 4, 6,
zbiorem przylegtym &da wierzchotki 3, 5.Zeby wyznacz§ wierzchotki zbioru
przylegtego wystarczy prikedzic za kada krawedzig, taczaca wierzchotki zbioru
Y z wierzchotkami zbioru X —Y . Te wierzchotki zbioru X =Y, jakie g
sgsiadami wierzchotkéw zbioruY , tworz zhiér przylegly Adj(Y) dla Y.
Bierzemy wierzcholek 4 ze zbio (rys. 4.4). Krawdzi 3-4 i 5-4 wychodg poza
granicy zbioruy . Stad wierzcholki 3, 5 nalig do zbioru Adj(Y). Z wierzchotku 6
wychodzi krawdz 6-5, ale wierzchotek 5 juznajduje sj w zbiorze Adj(Y).
Kazdy wierzcholek mee wegé¢ do kazdego ze zbiordw tylko jednokrotnie.

Adj(Y)

P

5 6

Rys. 4.4 Zbiér przyleghAdj(Y) dla zbioruY

Graf przylegtdci jest przedstawiony ligtprzylegtcci (tab. 4.1).
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Tabela 4.1
Lista przylegtdci dla grafu, podanego na rys. 4.4

Wierzchotek Lista gsiadéw

5

slolslw

OO [WIN|F-
N WINFIN

W algorytmach lista przylegéai jest zrealizowana za pompaastpujacej
struktury danych — struktury przylegt (tab. 4.2).

Tabela 4.2
Przedstawienie grafu, podanego na rys. 4.4, za ppstauktury przylegtéci

pos | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
List | 2 1 3 5 2 4 3 5 2 4 6 5

Pos 1 2 5 7 9 12 13

i 1 2 3 4 5 6

W tabeliList wypisujemy po kolei listy gsiadow dla wierzchotkow 1, 2, ..., 6.
W wierszu pos 3 podane indeksy elementow tablidyst. W wierszui s
umieszczone numery wierzchotkow, a w wierdzos — wskenik pozycji posw
tablice List pierwszego elementu listysadow dla wierzchotki. Dla obejrzenia
sgsiadow dla wszystkich wierzchotkéw grafu wystarcaykona nasgpujacy
fragment kodu:

for(i=1; i<=N; ++i) /Ip etle po wierzchotkach grafu
for(pos=Pos][i]; pos<Pos]i+1]; ++pos)

nabor = List[pos]; //s asiad wierzchotku i

}
}

Tu N — liczba wierzchotkédw grafu. Liczbaassadow dla wierzchotku jest
wyznaczona jakd?ogi+1]-Podi] . Na przyktad, wierzchotek 2 mRoq2+1]-
Pod2] = 5 — 2 = 3 gsiada, a wierzchotek 6 Pog6+1]+Pod6] = 13 — 12 =1
sasiada. Dlategaze ogoélny wzor powinien dziatadla dowolnych wierzchotkow
grafu, ostatni element wierszas wskazuje na pierwgzwolng pozycje tablicy
List. Ta wartd¢ jest ustalona do elementu tablieggN+1].

Sciezka od wierzchotku x do wierzchotku y diugdicia L jest zbior
uporzdkowany z L+1 réznych wierzchotkéw
(X, %0, X)X OAdj(x), 1<i<L. Na przykiad, na grafie, podanym na
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rys. 4.4, pomidzy wierzchotkami 1, 3 istnieje jeddeiezka 1 — 2 — 3 idruga 1 — 2
-5-4-3.

Odlegtaicig d(x,y) pomidzy dwoma wierzchotkami grafu spéjne@gX, E)
jest dluga¢ najkrotszejsciezki, ktora hezy te wierzchotki. Graf spojny — to taki
graf, dla ktérego kala para wierzchotkbéw jest pmlzona przynajmniej jedn
sciezkg. Na przykitad, graf, przedstawiony na rys. 4.4t ggafem spdjnym, a graf,
podany na rys. 4.5, jest grafem niespojnym, poniemia istniejezadnejsciezki
pomiedzy wierzchotkami 3, 4.

Rys. 4.5 Przyktad niespdjnego grafu

Mimosrodem wierzchotkux jest I(x)=max{d(x y)yO X}, czyli dla podanego
wierzchotku x trzeba odnal& taki wierzchoteky, zeby odlegté¢ d(x, y) byta
najwicksz.

Srednica  grafus(G)=maxI(x)x0X}=ma{dx y|x yOX}. Dla tego trzeba
odnale¢ wierzchotek z najwekszym mimdrodem albo tak pak wierzchotkow
(xy), dla ktérej odlegtét bedzie najwiksz.

Wierzchotek peryferyjny — to taki wierzchotek, mignéd, ktérego jest réwny
srednicy grafu:i(x) = 8(G).

Na rys. 4.6 jest przedstawiona struktura poziomdwrzeniem w peryferyjnym
wierzchotku 1 dla grafu przylegioi, podanym na rys. 4.4.

poziomy
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W pierwszym poziomie umieszczamy wierzchotek 1.oJegsiadem jest
wierzchotek 2 — umieszczamy go na drugim pozioigasiadami wierzchotku 23s
wierzchotki 3, 5 i 1. Poniewal jest ju wiaczony do struktury poziomow, to nie
wolno doktada go po raz drugi. Wierzchotki 3, 5 trafina trzeci poziom.
Pozostatych gsiaddw wierzchotkdw 3, 5 —-g20 wierzchotki 4, 6 — umieszczamy
na czwarty poziom.

Dla przechowywania macierzy rzadkich opracowanokakil formatéw
specjalnych. Format profilowy jest stosowany dlazeghowywania macierzy
pasmowych (rys. 4.7).

8, 8

B 8 8 8y

Profile
Rys. 4.7 Portret macierzy rzadkiej, przechowywan&rmacie profilowym

Profilem kpdziemy nazywa lini¢, ktéra przechodzi przez pierwsze niezerowe
elementy kadego wiersza, licic z lewa naprawo. W formacie profilowym s
przechowywane wszystkie elementy, znajdajse wewmntrz profili (tab. 4.3).

Tabela 4.3
Przechowywanie danych wiersz po wierszu w formpoidilowym dla macierzy, podanej na
rys. 4.7
pos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Space | aa as1 0 a2 0 as4 as3 as4 ass5
Pos 1 1 2 4 6 7 10
Diag an a2 ass u4 ass As6
i 1 2 3 4 5 6
Tu i — numer wiersza macierzy, Diag - tablica jednovaymiva dla

przechowywania elementéw diagonalnych, Space -ictalgdnowymiarowa dla
przechowywania elementow poza diagonalnych, umeesgch w profilu wiersz
po wierszu, Pof] jest indeksem pierwszego niezerowego elementicyaBpace,
z ktérego zaczynagivierszi, pos — indeks elementu tablicy Space.

Wiersz 2 zaczyna iz elementuaz, ktéry znajduje si w pozycji 1 tablicy
Space — Pos[2] = 1. Wiersz 3 zaczyna Bielementuas: , ktory znajduje siw
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pozycji 2 tablicy Space — Pos[3] = 2. Wiersz 4 yaezst z elementias; , ktory
znajduje s§ w pozyciji 4 tablicy Space — Pos[4] = 4. Itd.

Zeby po kolei pobraelementy poza diagonalne wierszirzeba wykonataki
fragment kodu:

j = i-(Pos[i+1]-Posl[i]); //indeks j pierwszego ele mentu w
Ilprofilu
for(pos=PosJi]; pos<Pos[i+1]; ++pos, ++j)

a_ij = Space[pos];

Liczba elementéw poza diagonalnych w wiersjest liczona jako Posfl] —
Posf]. Na przyktad, w pierwszym wierszu znajduje Bios[2] — Pos[1] =1-1=0
elementow poza diagonalnych, w czwartym wierszws{%] — Pos[4] =6 —4 = 2
elementy, a w ostatnim wierszu — Pos[7] — Pos[@0= 7 = 3. Dla tego indeks
pierwszej wolnej pozycji tablicy Space pozostategmiesiony do elementhi+1
tablicy Pos, gdzi&l — liczba wierszy (rowng w macierzy.

Format skompresowany (CSR — compressed sparseGB®, — compressed
sparse column), aywany dla przechowywania macierzy rzadkich, zawigito
niezerowe elementy. Istnieje kilka typow formatokompresowanych. Onegs
podobne, dlatego wystarczy rozwé jeden z nich. Bdziemy umieszcza
niezerowe elementy poza diagonalne w tablicy Sfade 4.4) wiersz po wierszu.

Tabela 4.4

Przechowywanie danych w formacie skompresowanyrarézipo wierszu — CSR) dla macierzy,
podanej narys. 4.7

pos 1 2 3 4 5 6 7 8
Space | az1 ast a2 asa as3 a4 a5

jnd 1 1 2 4 3 4 5

Pos 1 1 2 3 4 8

Diag a1l az2 ass aua ass as6

i 1 2 3 4 5 6

Jesli w formacie profilowym warté¢ indeksuj mozna policz¢ dla kadego
elementu poza diagonalnego, to w formacie skompraspm indeksj jest
przechowywany w tablicgd.

Zeby po kolei pobraelementy poza diagonalne wierdzirzeba wykoné taki
fragment kodu:

for(pos=Pos]i]; pos<Pos[i+1]; ++pos)

a_ij = Space[pos];

j =ind[pos];
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Jak i w poprzednim wypadku, liczba elementow pdagahalnych w wierszu
jest liczona jako Posfl] — Posi] .

Formaty profilowe i skompresowane, w jakich elergepbza diagonalneas
przechowywane kolumna po kolumnie (CSQJ, podobne do przedstawionych
powyzej. Polecam czytnikowi rozwigi¢ ich samodzielnie.

4.2 Wplyw uporzadkowania na skutecznéé¢ rozwigzania ukladdéw
réwnan liniowych algebraicznych metodami bezpgrednimi.

Dla sfaktoryzowanej macierzy rzadkiej liczba eletd@nniezerowych istotnie
zalery od sposobu numerowania rowinaVykonamy jeden krok eliminacji Gaussa
dla podanej pounej macierzy.

a & &3 Gy a; ap &3 a4

ay ap 0 0 - 0 &, a3 ay 4.2)
a; 0 ap O 0 &, a3 ay .
ay; 0 0 ay 0 &, a3 ay

Pierwszy wiersz pozostawiamy bez zmian. Dalej delpy do pierwszego
wiersza taki mnmik A,, zeby a, -a,,=0 - A,=a,/a, . Mnazymy
pierwszy wiersz przez maoik A,, i odejmujemy od drugiego. Drugi element
pierwszej kolumny &dzie rowny zero, poniewatak dobramy mnanik A,;.
Element a,, ulegnie zmianie, dla tego oznaczymy jego symbolethz gory.
Elementy macierzyzrodtowej a,;=a,,=0. Po wykonaniu odejmowania na

pozycjach zerowych elementéw drugiego wiersza pajwstiezerowe elementy
8,,=0-A,, 3,=0-1,a,. Takie niezerowe elementy  macierzy

sfaktoryzowanej ¢gdziemy nazywa zapetnieniami.

Dalej powtarzamy gt procedu¢ z elementami trzeciego wiersza. Dobieramy
mnaznik A, tak,zeby a, -a; ;=0 - Ay =ay/a,, | odejmujemy od trzeciego
wiersza pierwszy, mnony przez A,,. Powstaj zapetnienia g,,, a,,. itd. Po
pierwszym kroku eliminacji Gaussa pozostata poderagest gsta, dlatego gérna
macierz tréjlgtna tez bedzie macierz gesty, zawieragca trzy zapetnienia:

Qy3, Ay, Ay -
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&1 dp 3 Ay

0 % % % (4.3)
0 0 ag 8,
0 0 0 a,

Liczba powtdrzé znaku "~" jest rOowna ikei modyfikacji odpowiedniego

elementu w trakcie faktoryzacji tej macierzy met@hussa.
Teraz przestawimy pierwgXolumre i czwart oraz pierwszy wiersz i czwarty.
Macierzezrodiowa i gérna trojtna maj postat:

a, 0 0 a, a, 0 0 a,
0 a, 0 ay ~ 0 &y :0 §21 (4.2)
0 0 a; ay 0 0 ag ay

Qy Qp Q3 0 0 0 &,

Tu nie powstat@zadne zapenienie.

Ten przyklad podkrda, ze liczba zapeinie przy sfaktoryzowaniu macierzy
rzadkich istotnie zaly od kolejndci eliminowania réwna albo, co jest tym
samym, od sposobu ich humerowania w macierzy. Dodpowiedniej sekwenciji
numerowania réwna z ceh zmniejszenia iléci zapelni@ w macierzy
sfaktoryzowanej nazywacsuporadkowaniem.

Rozwamy dale] problem rzeczywisty z dziedziny mechanikanstrukcii,
pobrany z biblioteki zada SCAD Soft [SCAD] - firmy informatycznej,
produkupcej oprogramowanie MES dla projektowania i obliczkonstrukcji
budowlanych. Na rys. 4.8 jest przedstawiony modelESM budynku
wielopietrowego, zawieragry 115 362 rowna

Na rys. 4.9 — 4.153sportrety macierzy rzadkiej dla tego zadania p@nych
metodach upogdkowania rowna. Macierz jest symetryczna, dlatego jest podana
tylko gorna czé¢. Oznaczono rownieliczbe niezerowych elementéw w macierzy
sfaktoryzowanej w megabajtach dla#tej metody upordkowania.

Przy braku uportdkowania (rys. 4.9) numerowaniecmow jest takie, jakie
powstato przy tworzeniu modelu obliczeniowego przeeprocesor programu
SCAD. Przy zastosowaniu algorytmu reverse Cuthitikide — RCM [George and
Liu, 1981], ktéry pragnie zminimalizowaszeroké¢ profile (rys. 4.10), liczba
elementow niezerowych macierzy sfaktoryzowanej ejsea s ponad dwa razy.

Trocke lepszy wynik udaje giuzysk& metod, Sloana [Sloan S. W., 1986] —
rys. 4.11.
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Rys. 4.9 Brak upogdkowania. 3 741 MB Rys. 4.10 Uporadkowanie algorytmem RCM.
1618 MB
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Metoda rownolegtych przekrojow (parallel sectionthaoel — PSM) doprowadzi
macierz do postaci blokowo-przghej z obramowaniem. §lejeszcze wewstrz
kazdego bloku zastosowalgorytm minimalnego stopnia w wersji MMD [George
and Liu, 1989], otrzymamy portret macierzy, przadsonej na rys. 4.12.

Rys. 4.11 Uporgdkowanie metoglSloana 1 386 Rys. 4.12 Uporgdkowanie metogl PSM+MMD.
MB 345 MB

Metoda wia@onych przekrojow (nested dissection method — NDgdi@e and
Liu, 1981] rekursywnie dzieli obszar obliczeniowg dwa rowne podobszary (rys.
4.13). Po zastosowaniu algorytmu minimalnego sepmiwersji MMD [George
and Liu, 1989] portret macierzy przyjmuje pd@stpodany na rys. 4.14.

~
Y
A
Rys. 4.13 Upormdkowanie metogl ND. Rys. 4.14 Uporgdkowanie metogl MMD.
644 MB 191 MB
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Zastosowanie metody METIS [Karypis and Kumar, 1998bwadzi do
rozmiaru macierzy sfaktoryzowanej, bliskiemu do odgtMMD (rys. 4.15).

Rys. 4.15 Uporgdkowanie metogl METIS.
193 MB
Ostateczne wynikigspodane w tab. 4.5.
Tabela 4.5

Liczba niezerowych elementéw macierzy sfaktoryzosyatha rénych metod uporgkowania

Metoda uporadkowania Liczba niezerowych Rozmiar macierzy
elementéw w macierzy sfaktoryzowanej w MB

Brak uporadkowania 490 366 701 3741

RCM 212 143113 1618
Metoda Sloana 181 750 005 1 386
PSM+MMD 45 281 385 345

ND 84 522 753 644

MMD 25142 373 191

METIS 25341 381 193

R&zne metody upomdkowania prowadg do r&@nej ilosci elementéw
niezerowych w macierzy sfaktoryzowanej. Przy braiporzdkowania solwer —
modut, jaki realizuje rozwgizywanie ukladu rowna liniowych algebraicznych,
powinien przetworz§ 3741 MB danych. W przypadku zastosowania
uporadkowania algorytmem minimalnego stopnia MMD @bj¢ danych
zmniejsza s ponad 19 razy. Oznacza te czas rozwizania takiego problemu
udag sie skréct ponad 100 razy.
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Podany przyktad demonstrugee wybor odpowiedniej metody upadkowania
wielokrotnie zmniejsza obfos¢ danych, przetwarzanych solwerem, oraz istotnie
zmniejsza czas rozeaywania zadania.

4.3 Podstawowe algorytmy uporgdkowania. Metoda wiazonych
przekrojow i algorytm minimalnego stopnia. Algorytmy hybrydowe,
METIS

Jak wid& z materiatu, przedstawionego w poprzednim rozdzigbrzy
faktoryzacji macierzy rzadkich powstaje problem adaienia takiej kolejriwi
numerowania rowna — takiego uporglkowania, przy ktérym solwer ¢bzie
dziatal w sposob optymalny. Najgziej sposGb optymalny oznacza qugiiccie
najmniejszej iléci zapetnié. W praktyce jednak spotkagszadania, dla ktérych
minimalny rozmiar macierzy sfaktoryzowanej niglbie odpowiadat najmniejszej
trwatosci faktoryzacji.

W obrebie podanego kursu w celu optymalizagjdbiemy dowiadywé sie, jak
osiagna¢ najmniejsa ilos¢ zapetnié. Rozwizanie takiego zadania w sposa@lsty
jest bardzo pracochtonne, szybszym sposobgiui® rozwizanie uktadu rowna
liniowych algebraicznych bezadnego upordkowania. Dlatego w praktyce
zamiastscistego rozwazania zadania odnalezienia optymalnego umik@wania
zastosowuyj algorytmy heurystyczne. &t wynika, ze tych algorytméw jest kilka,
zaden z nich nie prowadzi do roz@ania optymalnego, a podaje tylko lepsze albo
gorsze przybfienie do rozwjzania optymalnego, i dla rozgriywanego zadania z
gory nie wiadomo, jaki algorytm upardkowania doprowadzi do najlepszego
wyniku.

Rozwamy dwie r@ne idee. Pierwsza byla zrealizowana metedozonych
przekrojow (ND — nested dissection), a druga —rgtpeem minimalnego stopnia
(MDA — minimum degrees algorithm).

W metodziewtozonych przekrojéw (ND — nested dissection) jest dany spdjny
graf G(X, E). Zbior weztéw S tworzy separator. Oznacza tee usungcie tych
weztow z grafuG powoduje rozdzielenie go na dwa lukgeej spéjnych podgrafy
G1, G2, ... . Algorytm metody ND wyglda nasfpujaco:

1. Tworzymy struktug poziomébw 2z korzeniem w pseudo peryferyjnym
wierzchotku. Ustawiamy=1 .

2. Zbiér wierzchotkdw, ktéry znajduje gina poziomiesrodkowym struktury
pozioméw, zaznaczamy jako separafyrjesli liczba pozioméwNIvl > 2, i
zapisujemy te wierzchotki w tablice permutaBjerm Jeli Nivl < 2, caly
podgraf traktujemy jako nierozdzielny i zapisujemyerm
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3. Usuwamy zbiér § z grafu, graf pozostaje rozdzielony na podgrafy,
inkrementujemy++.

4. Dla kazdego z podgrafow tworzymy struktumpoziomow z korzeniem w
pseudo peryferyjnym wierzchotku i przechodzimy dmktu 2.

5. Algorytm renumeraciji &dzie przerwany, kiedy wszystkie wierzchotki zogtan
przenumerowane.

Na kazdym kroku podziatu graf rozdzielagsha dwa (lub kilka) mniej-wecej
rownowane podgrafy, poniewaseparatory g wybrane z poziomérodkowego.
Dla tego § metod nazywaj jeszcze metadrekursywnych bisekciji.

Rozwamy nasg¢pujacy przyktad. Dla ramy ptaskiej (rys. 4.16) grafylegtosci
jest podany na rys. 4.17.

3 6 9
2 5 8
1 4 7

Rys. 4.16 Rama ptaska

Rys. 4.17 Graf przylegkoi dla ramy ptaskiej, podanej na rys. 4.16
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Struktura pozioméw z korzeniem w wierzchotku peryjeym 7 jest podana na
rys. 4.18.

Rys. 4.18 Struktura poziomoéw z korzeniem w wierdkhgeryferyjnym 7 dla grafu przylegioi,
podanym narys. 4.17. Zbior wierzchotkémdkowego poziomu 3 tworzy separafer= {9,5}

Wierzchotki 9, 5 poziomurodkowego 3 tworz separatolS, = {9, 5}. Graf
przylegtaici po usungciu wierzchotkéw 9, 5 rozpadaesha podgrafy (rys. 4.19).
Dla podgrafu 1-2-3-6 zndéw tworzymy strukupozioméw z korzeniem w

wierzchotku peryferyjnym 1 (rys. 4.20), a pozostpledgrafy § nierozdzielne,
poniewa zawierag nie wicej niz dwoch poziomowNIvl < 2).

®

O—0O
®

Rys. 4.19 Po usugtiu wierzchotkdw 9, 5 graf przylegioi (rys. 4.17) rozpadaesha podgrafy
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Rys. 4.20 Struktura poziomoéw dla grafu 1-2-3-6 zzkaiem w wierzchotku 1. Poziom 3 tworzy
separato& = {3}

Tablice permutacji wypetniamy od kea do pocatku. W kaicu umieszczamy
separatory w kolejrigi S, S, a pé&niej — wierzchotki z podgrafow
nierozdzielnych:

Perm= 7,8,6,4,l2,§,9,5 .
S g

Tu S={9, 5}. Jednake marna umidci¢ w pierwszym separatorze te same
wierzchotki w odwrotnej kolejngei: S={5, 9}. Chociaz spowoduje to ingtablic
permutacji, z punktu widzenia gtéwnej idei metodjozenych przekrojéw s to
réwnowane rozwizania. Struktura pozioméw na rys. 4.20 ma paszjiszbe
poziomow, sid wynika,ze jako poziom Srodkowy" mazna przyjé albo poziom 2,
albo 3. W pierwszym wypadk& = {2}, a w drugim - & = 3. § to te
réwnowane rozwjzania dla metody ND.

Wierzchotki z podgraféw nierozdzielnych gma umidcic w dowolnej
kolejncéci, poniewa nie ma znaczenia, kiwrz tych podstruktur dmziemy
potraktowa, jako pierwsz, a jaky —drug.

Wychodzi tak, ze metoda wigonych przekrojow dla tego samego grafu
przylegidici maze prowadzi do r&nych tablic permutacji, jedna& te tablice
beda rownowane z punktu widzenia idei, na ktérej polega ta hstyczna metoda.

Przy eliminowaniu réwnaw kolejnaci, ustalonej przez tabkcpermutacji, w
macierzy rzadkiej powstajzapelnienia. Na podstawie twierdzenia D. J. Rose
[Rose D. J., 1972] mma przy pomocy grafu przylegia wyjasni¢, w ktérych
pozycjach powstgjzapetnienia. Dla tego trzeba krok po kroku wyéizagrafu
wierzchotki z numerami, ktére odpowiadakolejncici, ustalonej przez tabkc
permutacjiPerm
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Na kazdym kroku dla wyajtego wierzchotku znajdujemy zbiér przylegly — jego
sasiadow, naspnie wszystkie pary tych wierzchotkowckymy kravedziami.
Wycinamy wierzchotek 7. Jegasadem jest wierzchotek 8. W grafie nie powstaje
zadna nowa krawdz. Dalej wycinamy wierzchotek 8. Zbiorem przylegtydta
niego g wierzchotki 5, 9. hczymy ich krawdzia — w grafie powstaje nowa
krawedz (linia przerywana), a w macierzy — zapetniesie— rys. 4.21. Wycinamy
wierzchotek 6. $siadami wierzchotku 6 aswierzchotki 3, 5, 9. hczymy ich
krawedziami — powstaj zapetnieniaass i ags (rys. 4.22). Wycinamy dalej
wierzchotki 4, 1. Nowe zapetnienia nie powstafrys. 4.23). Wycinamy
wierzchotek 2 (rys. 4.24). Nowe zapetnienia nie p@ay, poniewa wierzchotki 3,

5 juz 33 polgczone. Pozostaly graf jest Kikponiewa kazdy wierzchotek jest
pofgczony z innymi. W macierzy klicie odpowiadestp podmacierz, dlatego nowe
zapetnienia ja nie powstag.

Rys. 4.21 Graf przylegkai po wyeliminowaniu wierzchotkow 7, 8. Powstajg@emienieaso

O
-G .-
&)
(4)

Rys. 4.22 Graf przylegkoi po wyeliminowaniu wierzchotkéw 7, 8, 6. Powstappetnieniaass i ags
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Rys. 4.23 Graf przylegfgi po wyeliminowaniu wierzchotkéw 7, 8, 6, 4, 1

&----0©

I 7
| 7
7

og
Rys. 4.24 Graf przylegkgi po wyeliminowaniu wierzchotkéw 7, 8, 6, 4, 1, 2

Na rys. 4.25 jest podany faktor-graf, ktory reprdmge niezerowe
pozadiagonalne elementy maciefzgdtowej oraz zapetnienia.

Rys. 4.25 Faktor-graf reprezentuje niezerowe p@gadialne elementy macierzgodtowej oraz

zapetnienia
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Na rys. 4.26 jest przedstawiony portret macieraktsiryzowanej. Niezerowe
pozadiagonalne elementy maciempdiowej ¢ oznaczone jakox'. Symbolem
"#" pokazujemy zapetnienia.

7 X
8
6 X
4 X
1 X
X 2 X X
X X 3 # #
X # 9 #
X X X # # 5

Rys. 4.26 Portret macierzy sfaktoryzowanej przyragatkowaniu metogl ND

Przedstawiona powyj procedura otrzymata nagviaktoryzacji symbolicznej.
Daje ona megliwos¢ wyjasnienia niezerowej struktury macierzy sfaktoryzowane
dla podanego upogdkowania, ktore jest przedstawione tadplgermutacjiPerm
W trakcie symbolicznej faktoryzacji wszystkie dziala § wykonane na grafie
przylegtcici bez obliczé wartagci elementéw macierzy rzadkiej. SzyBkotej
procedury zezwala na zwyklych PC w pragci kilku sekund przeanalizowa
macierze rzadkie o rozmiarze do kilka milionéw r@uvm wyjasni¢ ich niezerow
struktuge. Oprécz tego mma spréobowa kilka réznych algorytmow
uporzdkowania oraz wybiataki, ktory doprowadzi do mniejszej #id elementéw
niezerowych w macierzy sfaktoryzowanej. Wynikienktéayzacji symbolicznej
jest wypetnione tablicyPosi jnd formatu skompresowanego. Daje toan@os¢
wypetnienia tablicySpaceprzy agregowaniu macierzyddtowe;j.

Algorytm minimalnego stopnia (MDA — minimum degrees algorithm).
Gtéwna idea tej metody polega na tyra,w kadym kroku eliminujemy réwnanie,
ktére ma najmniejsgz ilos¢ niezerowych elementdw w wierszu macierzy. "W
srednim" powoduje to najwksze zmniejszenie ifoi zapelnié. Takiemu
rownaniu w grafie przylegiei odpowiada wierzchotek z minimalniloscia
sasiaddw.

llos¢ ssiadéw wierzchotku (albo ik@ wychodzcych z niego krawdzi)
bedziemy nazywé jego stopniem. Nazwa tej metody powstata z tego,w
kazdym kroku eliminujemy z grafu wierzchotek minimagyte stopnia. Algorytm
tej metody jest przedstawiony pae.
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Znajdujemy wierzchotek, stopiektorego jest minimalny.

Eliminujemy ten wierzchotek z grafu. Wyznaczamyd&hbprzylegly dla tego

wierzchotku.

3. Wszystkie pary wierzchotki zbioru przylegtegactymy krawedziami
pomigdzy sola.

4. Przeliczamy stopnie pozostatych wierzchotkow. Wragalo punktu 1.

N

Algorytm zakaczy st w chwili, kiedy wszystkie wierzchotki zostan
wyeliminowane. Etapy 2, 3aswykonane na podstawie twierdzenia D. J. Rose
[Rose D. J., 1972]. Rozwmy zadanie, przedstawione na rys. 4.16. Graf
przylegtaici macierzyzrodiowej jest podany na rys. 4.17. Wierzchotki 174maj
stopier 1. Jest to stopfe minimalny. Dowolny z tych wierzchotkbw me by
wyeliminowany. Eliminujemy te wierzcholtki wdaie w takiej kolejnéci.
Zapetnienia przy tym nie powsgajPozostaty graf przylegloi jest przedstawiony
narys. 4.27.

Rys. 4.27 Graf przylegkgi po wyeliminowaniu wierzchotkéw 1, 4, 7

Wierzchotki 2, 3, 9, 8 maj stopier 2. Jest to stopie minimalny. Mazemy
wyeliminowa: dowolny z tych wierzchotkéw. Niech taethzie wierzchotek 2. Po
jego wyeliminowaniu powstaje zapetnie@g — rys. 4.28.

Rys. 4.28 Graf przylegkgi po wyeliminowaniu wierzchotkéw 1, 4, 7, 2

Wierzchotki 3, 9, 8 maj stopier 2. Jest to stopieminimalny. Eliminujemy
wierzchotek 3 (rys. 4.29). Nowe zapetlnienia nie ptajy.
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Rys. 4.29 Graf przylegfgi po wyeliminowaniu wierzchotkéw 1, 4, 7, 2, 3

Wszystkie wierzchotki maj stopied 2. Eliminujemy wierzchotek 6. Powstaje
zapeinienieasg — rys. 4.30.

Rys. 4.30 Graf przylegkei po wyeliminowaniu wierzchotkéw 1, 4, 7, 2, 3, 6

Pozostaly graf jest klik Kazdy z wierzchotkbw ma stophe 2. Mazemy
wyeliminowat wierzchotki w dowolnej kolejnici — nowe zapelnienia nie
powstaj.

Otrzymalémy tablicc permutacjiPerm= (1, 4, 7, 2, 3, 6, 9, 5, 8). Faktor-graf
dla takiej kolejnéci eliminowania wierzchotkéw jest podany na ryS4.

Rys. 4.31 Faktor-graf dla kolejgm eliminowania wierzchotkowerm= (1, 4,7, 2, 3,6, 9, 5, 8)
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Niezerowa struktura macierzy sfaktoryzowanej jestgma na rys. 4.32.

X X O X

X H#H © X
X O H# X #H X

X 8

Rys. 4.32 Niezerowa struktura macierzy sfaktoryzmyarzy uporzdkowaniu algorytmem
minimalnego stopnia

Dla tej samej macierzyzrédtowej algorytm minimalnego stopnia @
doprowadzéa do r&nych tablic permutacji, poniewazsto s¢ zdarzaze na tym
samym kroku eliminacji ¢xla kilka wierzchotkdw o takim samym stopniu. Ky z
nich mae by wybrany do eliminowania. Wszystkie te tablice petacji g
rownowane z punktu widzenia podanej metody.

Typowe portrety macierzy rzadkich dla metod ND i MDsa podane
odpowiednio narys. 4.13i4.14.

Na rys. 4.33 jest przedstawione poréwnywanie skamgci tych metod dla
zadania testowego [Ashcraft and Liu, 1996].

2.5

15

MMD/ND

0.5
0

log2(k/h)

Rys. 4.33 Poréwnywanie skutecZnbalgorytmu minimalnego stopnia w wersji MMD i roely
wiozonych przekrojow ND
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Rozwamy obszar prostajtny z siatly, ktéra mak weztow we wzdhinym
kierunku ih weztdw — w poprzecznym. Wzdhosi ordynat (krzywa 1) odktadamy
stosunek iléci operacji arytmetycznycbps wykonanych w trakcie faktoryzaciji
macierzy sztywnsei przy uporadkowaniu algorytmem minimalnego stopnia
wersji MMD [George and Liu, 1989] do #oi operacji, wykonanych przy
uporzdkowaniu metogl wiozonych przekrojéw (ND). Krzywa 2 reprezentuje
stosunek elementow niezerowychz w macierzy sfaktoryzowanej przy
uporzdkowaniu metog MMD do ilosci niezerowych elementéw przy
uporzdkowaniu metogl ND.

W punktach przeecia krzywych 1, 2 z prostMMD/ND = 1 porownywalne
metody § rownowane. Przy MMD/ND > 1 (powsej jedynki) przewag ma
metoda ND, poniewa doprowadzi do wykonania mniejszej b operacji
arytmetycznych albo do mniejszejdth zapetni@, a przy MMD/ND < 1 (poriej
jedynki) przewag ma metoda MMD.

Dla obszaru kwadratowegdogz(k/h)zo - k/h=1) bardziej skuteczne

jest uporadkowanie metogl ND, poniewa
op{MMD)/opg{ND)>10nzZMMD)/nzZ(ND)>1 . W przypadku obszaréw
wyciagnietych algorytm minimalnego stopnia jest bardziej kefeny:
opgMMD)/opgND)<10nz(MMD)/nz(ND)<1 .

Algorytm minimalnego stopnia jest zbyt ,krotkowzemy” — dobrze przewiduje
dla stosunkowo nie wielu krokéw faktoryzacji. Metodtozonych przekrojow jest
zbyt ,dalekowzroczna”, poniewama stabe przewidywanie bliskich krokoéw
faktoryzaciji.

Powstaje pytanie — czy mioa stworzy taky metod, ktéra by 4czyta zalety
MMD oraz ND? Okazuje gj ze tak, mana. Metody hybrydowe wykonup
wzglednie nie wiele krokéw metad ND. Powoduje to podzielenie obszaru
obliczeniowego na wimne réwnowane podobszary relatywnie nie wielkiego
rozmiaru. Dalej dla kadego podobszaru jest stosowany algorytm MMD, kiday
niewielkim podobszarze dziata skutecznie.

Dla zadania, przedstawionego na rys. 4.16 (grayl@gisci dla macierzy
zrodtowej — rys. 4.17) wykonamy jeden krok mefddD (rys. 4.18) i znajdziemy
separatois={9, 5}. Usuwamy wierzchotki separatora z grafudrst rozpadnie si
na podgrafy (rys. 4.19). Podgrafy 4 oraz & hierozdzielne, a dla podgrafu 1-2-3-
6 zastosowujemy algorytm minimalnego stopnia (kakgj eliminowania jest 6, 1,
2, 3). Tablie permutacji tworzymy w hagbujacy sposob: w samym kou
umieszczamy separat8, a przed nim — upogdkowane wierzchotki podgrafu 1-
2-3-6 oraz wierzchotki podgraféw 8-7 i 4. Otrzymyjieerm = (6, 1, 2, 3, 8, 7, 4,
9, 5). Po wykonaniu faktoryzacji symbolicznej (pst@wiamy to czytnikowi)
powstaje niezerowa struktura macierzy sfaktoryzayénys. 4.34).
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6 X X X
1 x

X 2 X X

X x 3 #

X X X

7 # #

4 X

# x # 9 #

X # X # x # 5

Rys. 4.34 Niezerowa struktura macierzy sfaktoryzmyarzy uporgdkowaniu metog hybrydowva

Na podstawie diwiadczeér wykryto, ze najczsciej lepsze wyniki dla
dowolnego uporgdkowania udaje siuzysk&, jesli uzywaé grafu zgrubionego
zamiast grafu szczegdlnego. Jednym z p@deaturalnych jest zycie grafu dla
weztow modelu obliczeniowego zamiast grafu dla réiynaychodac z tego,ze
kazdemu wztowi odpowiada grupa rownha

Do metod hybrydowych natg METIS [Karypis and Kumar, 1995]. Algorytm
tej metody jest przedstawiony paej.

1. Zgrubiamy podany graf przyledici.

2. Na grafie zgrubionym wykonujemy" Xroki bisekcji rekursywnych metad
wiozonych przekrojow 1 jest wartdcia stosownie nie wielk — metoda
witozonych przekrojow nie jest zakczona i znajdujemy "2separatory na
grafie zgrubionym).

3. Znajdujemy separatory na grafigédiowym — stosujemyrefinementdla
separatorow odnalezionych.

4. Uporadkowanie w obgbie kadego spojnego podgrafu wykonujemy
algorytmem minimalnego stopnia.

W praktyce METIS dla obszarow kwadratowych demanjestwyniki, bardzo
bliskie do metody ND, a dla obszaréw wygmictych — wyniki, bliskie do
algorytmu MDA w wersji MMD. Typowy portret macierzypo takim
uporzdkowaniu jest podany na rys. 4.15.
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5. Rozwhpzywanie uktadow rownai liniowych
algebraicznych z macierzami rzadkimi symetrycznymi
metodami bezpdrednimi.

Skuteczné¢ rozwigzywania uktadow réwna liniowych algebraicznych z
macierzami rzadkimi metodami bezpednimi istotnie zaley od zdolnéci metody
uporzdkowania zmniejszania #oi niezerowych elementéw w macierzy
sfaktoryzowanej oraz zdoléa solwera umieszczania w pagti gtdwnej duych
tablic danych, a tale zabezpieczenia wirtualizacji (podziat danych iakib z
ktorych tylko cz$¢ znajduje s w paméici gtdwnej w tym samym czasie,
natomiast inne blokigspobierane z dysku) i zdolét solwera opracowywania
blokow danych, znajdagych s¢ w pamici gidwnej, na wysokim poziomie
wydajnaci.

Istnieje kilka typdw solwerdw bezpadnich dla macierzy rzadkich.

5.1 Solwer skyline

Solwer skyline [George and Liu, 1981] realizuje otet Gaussa lub
Choleskiego, przy czym macierz jest przechowywandomnacie profilowym
(rozdziat 4.1). Dla oggnigcia minimalnej szerokwi profile przy uporadkowaniu
jest stosowana metoda RCM (reverse Cuthill-McKegmtm [George and Liu,
1981]) albo metoda Sloana [Sloan, 1986] — rozd4idt Ten solwer byt bardzo
popularny do pierwszej potowy lat 90, poniemaotrzebowat niewielki rozmiar
pamkci gtdwnej. Dla daych zada ( N > 10 000 rowna) wydajna¢ drastycznie
spada w skutek powstania znacznejsdlozapetni@. Solwer jest prosty w
realizacji, tatwo poddaje siwirtualizacji i potrafi rozwazywat duze zadania na
komputerach z matpamecia RAM. Prawd, jest,ze czas rozwizywania takiego
zadania mege trwa od kilkudziesgciu godzin do kilku dni.

5.2 Solwer frontalny

Solwer frontalny byt opracowany przez B. lrons'aoffils, 1970] dla
rozwigzywania ukladéw réwna liniowych algebraicznych metody elementéw
skaaczonych (MES). Piniej powstata wersja algebraiczna [Scott, 2006].
Przedstawimy gtows idee metody frontalnej, jako solwera MES, typoeechs,
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ktérej jest to, ze kady model obliczeniowy skilada ¢siz elementarnych
podkonstrukcji — elementéw skezonych, przy czym fizyczne zachowanie
kazdego elementu skezonego o numerze jest opisane za pom®cgeste)
macierzyKe. Elementy skfczone §cza siec pomidzy sola w weztach modelu
MES. Std wynika,ze kazdy element skaczony zawiera ligtweztow.

Jesli potagczye ze sob wszystkie elementy skozone danego modelu,
powstanie globalna macierz MES. Procegzénia elementow nazywa ¢si
agregag, a globalna macierz jest przedstawiona jako

Nele T
K=Y PKZP, , 5.%)

e=1

gdzie Nele — ilos¢ elementow skaczonych w modelu MESPe — macierz
permutacji o rozmiarzeNxn.,, N — rozmiar zadaniane — rozmiar macierzy

biezacego elementu skezonego. OperacjaP,K P, przestawia elementy

macierzyK . w odpowiednie pozycje macierzy globalne;j.

Klasycznym poddriem do rozwizania zadania MES z punktu widzenia
algebry liniowej jest agregowanie catej maciekzyjej faktoryzacjak = LL " oraz
wykonanie podstawiebezpdrednich i wstecznychy =b —y, L™x =y, gdzieb —
wektor prawej stronyx — wektor rozwazania.

W metodzie frontalnej MES macier® nigdy nie agreguje siw catGci.
Zamiast tego przed rozgdaniem model MES jest przedstawiony jako zbior
oddzielnych elementéw skozonych (rys. 5.1). Porgj 3 podane numery gztow
oraz w kazkach — numery elementéw stazonych.

1 2 3 4

1 2 3 4

ol @l W@ G

5 6 7 8 5 6 7 8

9 @10 @11 @12 > @ @ @
@ @ 9 10 11 12
13 14 15 16 @ @

13 14 15 16
Rys. 5.1 Na pierwszym etapie konstrukcja jest mizsiona jako zbiér oddzielnych elementéw
skonczonych
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Dalej zaczniemy pojedynczo dodawwaelementy skfczone do modelu.
Bierzemy element 1. Jego macierz zawiegatwl, 2, 6, 5.

1 2 6 5
1k
K =2 kn K (5.2)

B R o
S\ker Ksp ks Kss

Tu kijl — @ste podmacierze, poniewaw MES kady wezet modelu

obliczeniowego zwykle zawiera tyle réwmnadle stopni swobody on ma. Réwnania,
ktore @ zwiazane z wzlem 1, kdziemy nazywali kompletnie zebranymi,
poniewa w wezle 1 zostatl pajczony tylko element 1. Dodawanie jakichkolwiek
pozostatych elementéw nieedizie zmieniato wspoéiczynnikédw tych rowia
Kompletnie zebrane réwnania mma od razu wyeliminowa nie oczekujc na
nastpne kroki faktoryzacji frontalnej. Macierze. 53 macierzami symetrycznymi,
dlatego przechowujemy tylko dainréjkatna czgsc.

Zastosujemy blokowfaktoryzacje Choleskiego (rozdziat 2.2.2) dla ailgzacji

macierzy (5.2) w olgbie kompletnie zebranych rowfaDlatego sfaktoryzujemy

diagonalny blokk;,, poprawimy bloki k3,, kg, k;, umieszczone pod diagogal

pierwszej kolumny blokowej, i obliczymy pozosiatzes¢ macierzy, uaywajac
obliczenie dopelnienia Schura. Kompletnie sfaktowary cze$¢ macierzy —
pierwsz kolumre blokowg — umigcimy w buforze dla przechowywania macierzy
sfaktoryzowanej. Jest to @ ostatecznego wyniku. Pozostatae&z macierzy,
ktéra nazwiemy niezakeczonym frontem, jest przesyta o szerok& pasma
kompletnie zebranych réwhav lewo i do gory.

2 6 5
2( kL

22 (5.3
6| ker Keg

5{key Ko kss

Tilda nad symbolem oznaczae elementy odpowiedniej podmacierzy ulegty
Zmianie.

Doktadamy element 2, zawiegay wezly 2, 3, 7, 6. Podstruktura,
odpowiadajca bieggcemu etapowi agregacji, jest przedstawiona na By2.i
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zawiera wzly 2, 3, 7, 6, 5. Pomigio wegzet 1, poniewa wszystkie rownania dla
niego zostaly j# wyeliminowane.

Rys. 5.2 Drugi etap agregowania

Macierz uktadu rownadla biezgcej podstruktury ma wygt

2 6 5 3 7
2(kyp K,
6 kap tksz koo thes (5.4)
S ks ks ks
3 ke ke 0 kG
T\ ke 0 ki ki

Wezet 2 jest kompletnie zebrany a8twynika,ze kolumna blokowa dla gzta 2
tez jest kompletnie zebrana. Wykonujemy odpowiednkKotokowej faktoryzacji
Choleskiego, kompletnie sfaktoryzowaozes¢ macierzy umieszczamy w buforze
dla sfaktoryzowanej macierzy, a pozostate blokrakdie wykonania poprawienia
przy obliczeniu dopetnienia Schura przesuwamy aosoé¢ pasma kompletnie
zebranych réwnaw lewo i do gory.

Dalej kontynuujemy ten sam proces. Dokladamy kglelement skaczony,
eliminujemy réwnania dla kompletnie zebraneggzda, umieszczamy kompletnie
sfaktoryzowan czs$¢ macierzy do buforu i poprawiamy pozogtatczesc.
Przesunjcie pozostatej e#ci w lewo i do gbéry ogranicza wzrost rozmiaru
macierzy gstej, jaly bedziemy nazywali maciegzfrontaln.

Jeli na modelu obliczeniowym wydzi€li kompletnie zebrane (@u
wyeliminowane) wzly, wezly czesciowo zebrane, ktére twagzniezak@czony
front, oraz wezly, ktére jeszcze nie braty udziatu w agregowafmis. 5.3), przy
czym wezty czgéciowo zebrane petzy¢ grubm linia, to w procesie jednoczesnego
agregowania — eliminowania okazuje, sie ta linia porusza sipo wztach modelu
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obliczeniowego. Powstaje wienie, ze po konstrukcji propaguje front. a8t
pochodzi nazwa metody.

13, 14 15 16,

elementy, ktére nie braty
udziatu w agregowaniu

elementy agregowane

O  Wezly nie zebrane
O Wezly czesciowo zebrane

® Wezly completnie zebrane i wyeliminowane

Rys. 5.3 Metoda frontalna
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Rownania dla wztow czsciowo zebranych twogz niezakdiczony front i
okreslaja rozmiar macierzy frontalnej, dla zmniejszenia & najczscie]
uzywaja algorytm RCM albo metadSloana — rozdziat 4.2. Przy tym jest tworzony
graf przylegtdci dla elementow sk@wzonych modelu MES, ale nie dlsgzow,
jak jest w metodzie skyline, czyli upadkowujemy Kkolejné¢ agregowania
elementéw skaczonych.

5.3 Solwer domain decomposition

Dla przedstawienia gtbwnej idei tej metody rozwy obszar prostaefny (rys.
5.4).

An

Ao

S, S, As3

A

A Ausa
Az

Rys. 5.4. Podziat gztéw na wewgtrzne i separatory dla obszaru progtokgo. Solwer domain
decomposition

Podzielimy ten obszar réwnolegtymi przekrojami ndlk&k mniejszych
podobszaréw. \bzty wewretrzne kadego podobszaru oznaczymy b, Is. Wezty,
taczagce podobszary powtzy soly, tworzg separatory § S. Uporzdkujemy
rownania w takiej kolejnii, ktéra odpowiada kolejsoi umieszczenia gztow Iy,
l2, I3, S, S. Wtedy macierz uktadu réwnaliniowych algebraicznych otrzyma
ksztalt blokowo-diagonalny z obramowaniem (rys. )5.8Bloki zerowe §
oznaczone kolorem biatym, a niezerowe — szarymorgbiveziow wewrgtrznych
l1, lo, I3 tworzg bloki diagonalneAi1, Az, Ass, poniewa zaden z wztow
wewretrznych jednego podobszaru nie jest azany z wezlem wewrtrznym
innego podobszaru. Y¥ly-separatory § S tworza blok diagonalny Ass .
Niezerowy blokAs: powstaje w skutek tegae czs¢ weztow wewrgtrznych | jest
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zwigzana z wztami S przez odpowiednie elementy skzone. BlokAs, bierze s
Z tego,ze cz$¢ weztdw wewretrznych b jest zwhzana z wztami §, S. Blok Ass
powstaje w wyniku tegoze cz$¢ weztdw wewretrznych b jest zwizana z
weztami S. W pameci przechowujemy tylko dokn czé¢ trdjkatna, poniewa
macierz jest symetryczna.

Jeili rownania dla wztéw kazdego z blokéw wewgtrznych uporzdkowat
algorytmem minimalnego stopnia, to $o zapeinié@ wewmtrz blokéw
diagonalnych istotnie szmniejsza.

Zaleyy takiej struktury macierzy jest tag w blokach zerowych nie powsiaj
zapeinienia.

Faktoryzacja Choleskiego dla macierzy o takiejldtmze jest przedstawiona
wyrazeniem

A, 0 0 AL} (Ly O 0 O
0 Ap O AL|_[0 Ly 0 O .
0 0 Ag AL 0 0 Lgi O

A4l A42 A43 A44 L41 L42 L43 L44

T . (5.5)
L, O 0 La
0 Ly 0 Lj
0 0 Ly Li
0O 0 0 LY,
Kazdy diagonalny blok sfaktoryzujeeshiezalenie od innych:
A, =L, 0} -L;, i=12..,n-1 (5.6)
Tu n — ilos¢ blokéw diagonalnych (k& podobszaréw plus jeden). Po

obliczeniu kolejnego bloku diagonalneda; poprawiamy odpowiedni blok w
obramowaniu

Al =L,0T -L,, i=12..,n-1 (5.7)
Dlatego trzeba rozwraé uktad réwna liniowych algebraicznych z macierz
dolmg trojkatng L i paczky prawych stronA'. . Dalej modyfikujemy ostatni blok

diagonalny

n-l n-1
— A T N — _ T
Ann_Ann+ZLniD]'ni _’Ann_Ann ZLniD]'ni' (58)
i=1 i=1
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Tu jest tatwo oblicz§ dopetnienie Schura tupo obliczeniu odpowiedniego
bloku obramowani& ni:

'&glrz :Ann_Lnl[I]-El; '&gzn) :Aglrz_LnZ D]-EZ;"' (5.9
W samym kacu sfaktoryzujemy ostatni diagonalny blok
Ann =L nn D]--Ir—m - I-nn (510)

Metoda domain decomposition jest prosta oraz tatlwazrownoleglenia w
dowolnej architekturze, jednak przedstawiony typorggdkowania (metoda
réwnolegtych przekrojow [George and Liu, 1981] nmazez algorytmem
minimalnego stopnia wewvitrz kazdego podobszaru) jest skuteczny tylko wtedy,
gdy udaje si odnalé¢ waskie separatory. Dlatego ta metoda ngjciej ustpuje
w wydajnaci metodom bardziej zaawansowanym (rozdziat 4.2).

5.4 Dekompozycja Choleskiego looking-left

Metoda looking-left (rys. 5.5, rys. 5.6) polegafaktoryzacji kolumn macierzy
rzadkiej z lewa na prawo.

Na kroku faktoryzacjij z lewa od kolumnyj znajdug sie kompletnie
sfaktoryzowane kolumny macierzy, a z prawa — kolymnacierzyzrédtowej. Dla
faktoryzacji kolumnyj trzeba najpierw wykorajej poprawienie kolumnami,
umieszczonymi z lewa. Dla macierzy rzadkich w tyopiawieniu biog udziat
tylko takie kolumny, ktére majniezerowe elementy w wiersze j : do ke List[j],
gdzieList[j] — lista kolumn, ktére poprawigikolumre j. Lista ta zostata utworzona
w poprzednich krokach faktoryzacji.

Dla kazdej kolumnyk , biorgcej udziat w poprawieniu kolumny wykonujemy
ta poprave: doi ¢ Ly, gdzielx — niezerowa struktura kolumrky przedstawiona
formatem skompresowanym przy umieszczeniu elememéwsierzy kolumna po
kolumnie:

a_jk = Spacel[kfirst];
for(pos = kfirst+1; pos < Pos[k+1]; ++pos)

i = ind[pos];

a_ik = Space[pos];

Temp[i] += a_ik*a_jk;
}
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Temp < O;se zerosto List j], j=1,2,..., N
doj=1N
/[ updateof column j by columnswhicharelocatedat left
dokOList j]
doiO0L,
Tempi] += 1,1,
enddo
enddo
doiOL,
a; =a; —Temi]
Tempi] < O
enddo
/I factorize of columnj

I =ya

doiDLj
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LinKi] « j //add jtolistsof right columnswhichareupdatedby columnj

enddo
enddo

Rys. 5.5. Algorytm looking-left faktoryzacji macmrrzadkiej metosal Choleskiego

NNEN

|

Rys. 5.6. Faktoryzacja looking-left macierzy rzagjki
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Tu kfirst wskazuje na elemeaj kolumnyk, znajdugcy sk w wierszui = j. Do
petli for bedg pobierane tylko niezerowe elementy koluninf ¢ Li). W wektorze
Temp(jest to tablica o rozmiarzd, gdzieN — ilos¢ rownai), zbieramy poprawki
dla kolumnyj. Po zakdczeniu gtli k wektor Tempzawiera sum poprawek od
wszystkich kolumrk e List[j].

Przy wykonaniu gtli do i ¢ L; obliczamy poprawione elementy kolumipy
Dalej wykonujemy faktoryzacje kolumny obliczamy element diagonalny i
dzielimy pozostate niezerowe elementy, umieszczuorezej diagonali, przez;.
SzczegOly algorytmuagpodane w [George and Liu, 1981].

Dla macierzy o diym rozmiarze il > 10 000) ponad 99% obliazevykonuje
si¢ przy obliczeniu elementéw wektora poprawlekmp W petli wewngtrznejdo i
€ Lk jest zrealizowany algorytm mpenia wektora przez skalar, a poniewa
elementlx nie zaley od indeksu iteracji , to ma@e by umieszczony w rejestrze
procesora i @igte tam pozostawa

Nalezy zwrdcié uwag na to, ze technika macierzy rzadkich prowadzi do
nastpujacych optymalizaciji:

* Przy obliczaniu wektora poprawdlemppobieramy tylko kolumny, ktére magj
niezerowe elementiy.

e Przy obliczaniu elementoéw wektora poprawedmpi] w petli po indeksiei
uwzgkdniamy tylko niezerowe elementy kolumkyli # 0 ).

Wraz z maliwosciag zastosowania skutecznych metod updkowania
powoduje to istotne zmniejszenie operacji arytmatych w stosunku do metody
skyline oraz metody frontalne;.

5.5 Dekompozycja Choleskiego looking-right

Metoda ta jest przedstawiona na rys. 5.7 — 5.&t&fgzujemy kolumny z lewa
na prawo — gtle do j = 1, N. Dla biezacej kolumnyj wykonujemy faktoryzaej
pobieramy pierwiastek z elementu diagonalnego élioay pozostale niezerowe
elementy przez nowy element diagonalnyetiepdoi € Lj . Z lewa od kolumny
znajdup sie kompletnie sfaktoryzowane kolumny macierzy, a awa — kolumny,
ktore kedg poprawione przez kolungrj. Przy wykonaniu tego poprawienia indeks
k , gdziek > j, przyjmuje wartéci numerow wierszy elementéw niezerowych
kolumny j, poniewa kolumnaj bedzie poprawiata tylko takie kolumnk, dla
ktorychk =i pod warunkiemze | # O (rys. 5.8) — gtle dok e Lj A k > j. W kazdej
kolumnie k € Lj beda poprawione tylko takie elementy, ktore odpowiadaj
pozycjom niezerowych elementéw kolumnprzyi >k — petledoie Lj A i >k —
rys. 5.7, rys. 5.8.
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doaj=1N
/I factorizecolumnj
i =Va
.1
piv=—
ly
doillL,
l; =a; Chiv
enddo

/lupdateof columnswhicharelocatedat right
dokOL,; Ok>j
doiOL; Oi=k
ay =ay —l; O
enddo
enddo
enddo

Rys. 5.7. Algorytm looking-right faktoryzacji macay rzadkiej metogl Choleskiego

Rys. 5.8. Faktoryzacja looking-right macierzy rziaglk

Ponad 99% operacji arytmetycznych zostalo wykonanyw trakcie
poprawienia kolumayj kolumn, umieszczonych z prawa.

llos¢ operacji arytmetycznych, wykonanych metodooking right, jest
doktadnie taka sama, jak dla metody looking lefidnak wydajngé metody
looking right jest istotnie asza. Ten fakt polega na tyde dla algorytmu looking
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left w trakcie poprawienia kolumnykolumnami umieszczonymi z lewa, wektor
Temp jest utrzymywany w parati podecznej nawet dla dé duzych zada.
Intensywny dosfp do wolnej pamici gtéwnej powstaje tylko przy odczycie
elementow kolumn¥, k € Listj].

Dla algorytmu looking right przy wykonaniu poprawia kolumn,
umieszczonych z prawa od kolumiyintensywny dogp do pamgci gtdwnej
wynika tak przy odczycie elementow kolumkyk € L; , jak i przy ich zapisie po
modyfikacji. Czyli ilos¢ transferéw danych pagd giéwna — pami¢ podgczna —
pami¢ gtdwna dla algorytmu looking left jest okoto dwazy mniejsza i w
przypadku algorytmu looking right, co w c&d odpowiada wynikam,
przedstawionym w [Mateev N,.Menon V., Pingali KOOP] dla macierzy gstych.

Metody looking left oraz looking right razem z efigknym algorytmem
uporzdkowania bardzo skutecznie elimiguwperacje nad elementami zerowymi.
Jednak wszystkie operacje arytmetycznezat® operacji wektorowo-skalarnych,
ktére g wykonane na niskim poziomie wydafod Drugg wady tych metod jest
zbyt dwe obcizenie uktadu pamti, co powoduje niskie przyspieszenie na
komputerach wielordzeniowych.

W celu podniesienia wydajio oraz osignigcia wysokiego speed up przy
wielowatkowosci trzeba zagpi¢ operacje wektorowo-skalarne operacjami nad
macierzami, ktore urmiiwiaja stosowanie algorytméw poziomu 3 BLAS i
zmniejszag obchzenie uktadu pamci. Takie metody #zywaja blokowg
faktoryzacg i sa przedstawione bibliotekami wysokiej wydajed Jedynym
ograniczeniem funkcjonaldoi tych solweréw, a tale klasycznych metod looking
left i looking right, jest toze @ one w stanie pracowaylko z pam¢cia gtown.
Jeili rozmiar zadania przekracza miovosci RAM, to takie zadanie nie¢hzie
rozwigzane. Jest to istotnym ograniczeniem na stosovigoliesolweréw w wielu
zagadnieniach technicznych.

5.6 Solwer wielofrontalny

Taki solwer uywa dowolnych metod upogdkowania, co daje nitiwosé
istotnego zmniejszenia elementdéw niezerowych w eragi sfaktoryzowanej, a
takze jednoczénie jest przydatny do wirtualizacji — wykorzystanjgmeci
dyskowej dla daych zada, ktére nie mog by¢ umieszczone w pagti gtdbwnej.
Do niedawna dla diych zada byt to najbardziej tywany solwer, poniewataczy
on przewagi solwerow sparse direct (looking lefgking right) oraz miiwos¢
wirtualizacji [Gould N. I. M., Hu Y., Scott J. A2005].

Glowng idee [Amestoy P. R, Duff I. S, L’'Excellent J-Y Q@0], [Dobrian F. and
Pothen A., 2000] wygmimy na przykiadzie [Dobrian F., Kumfert G., Poth&n
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2000]. Na rys. 5.9asprzedstawieni macierz rzadka po upgiwaniu wybrag
metod} oraz odpowiedni do niej graf przylegto (step 0).

Kroki 1 — 5 prezentuj procedug symbolicznej faktoryzacji, wykonanej w celu
wyjasnienia, w jakich pozycjach pojawvisic zapetnienia. W ostatnim kroku
powstaje dolna trogtna macierzL. Niezerowe elementy macierzygrddiowej
oznaczone jako "x", a zapetienia — jaled '

Po wyjanieniu niezerowej struktury macierzy sfaktoryzowajest tworzone
drzewo eliminacji (rys. 5.10), kdy wierzchotek, ktérego reprezentuje kolumn
macierzy rzadkiej, a kala kravedz — zalenosci pomiedzy kolumnami w trakcie
faktoryzacji.

Tworzenie drzewa eliminacji polega na gitiniu kadej kolumny macierzy z
lewa na prawo. Dla bigcej kolumnyj znajdujemy pierwszy z gory, lige od
elementu diagonalnego, pozadiagonalny niezerowyesiéa; # 0. Nazwiemy jego
rodzicem kolumnyj. Oznacza toze przy faktoryzacji macierzy kolumnajest
pierwsz kolumm, poprawion przez kolumn j. Na drzewie eliminacji powstaje
krawedz j —i .

Dla podanego przyktadu rodzicem pierwszej kolumest 3 (rys. 5.9, step 5).
Na drzewie eliminacji (rys. 5.10) powstaje kkgly 1 — 3 . Rodzicem drugiej
kolumny jest 5 — na drzewie eliminacji powstajevigdz 2 — 5. Rodzicem trzeciej
kolumny jest 4. Powstaje kr@dz 3 — 4. Chocia dla macierzyzrodiowej ten
element jest réwny zeru, to po sfaktoryzowaniu digiekolumny w tej pozyciji
powstaje zapetnienie. Dlatego konieczne jegtie niezerowej struktury macierzy
sfaktoryzowanej, a nigrédtowej.

| tak dalej.

Faktoryzacja macierzy kolumna po kolumnie prowadtd skalarno-
wektorowych operacji niskiej wydajia. Kluczowym momentem podniesienia
wydajnaci jest hczenie kolumn macierzy w bloki. Dla macierzy rzagjkdowolny
podziat na bloki powoduje obec§toduzej ilosci elementow zerowych w blokach i
doprowadzi do istotnego zgliszenia ildci operacji arytmetycznych. Oznacza to,
ze trzeba odnal€ taki podziat macierzy rzadkiej n@sie prostoitne bloki,zeby
ilos¢ zerowych elementow w blokach byta minimalna.

W tym celu stosuje sitechnile superwziows, ktéra polega naatzeniu
wierzchotkdéw drzewa eliminacji w supegay na podstawie nagiujacych regut:

» wierzchotki musz naleze¢ do tej samejciezki drzewa eliminacji oraz
* mie¢ sekwencyjne numerowanie i ten sam wierzchotekasz/m numerem.
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Rys. 5.9. Symboliczna faktoryzacja macierzy rzgdkielpowiednie przetwarzania na grafie
przylegtcci [Dobrian F., Kumfert G., Pothen A., 2000], fig2

Na tej podstawie tworzymy drzewo supemnowe (rys. 5.10). Kademu
superwztowi drzewa eliminacji w macierzy rzadkiej odpodéa kolumna
blokowa, ktéra ma g¢pty blok przy gtéwnej diagonali. Dlatego Zkemu
niezerowemu elementowi kdej kolumny w bloku w ostatniej kolumnie tego
bloku odpowiada element niezerowy, ad@mu zerowemu elementowi ostatniej
kolumny w tym bloku odpowiada zerowy wiersz.
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Elimination tree Supernodal tree

Rys. 5.10. Drzewo eliminacji i drzewo superowe. Nad wierzchotkami drzewa supemowego
jest oznaczona kolejéich sfaktoryzowania [Dobrian F., Kumfert G., Pait?, 2000]

Proces sfaktoryzowania macierzy rzadkiej zostatomgny zgodnie z drzewem
superwgztowym. Zaczynamy z dolnego wierzchotku dowolndiga Moze to by
wierzchotek 1 albo 2. Te wierzchotki mma réwnie sfaktoryzowa réwnolegle,
poniewa pomidzy wierzchotkami rénych gatzi nie istniejezadnej zalenosci.

W naszym przyktadzie dolziemy sfaktoryzowali wierzchotki w takiej
kolejnasci: 1, 2, {3,4}, {5,6} [Dobrian F., Kumfert G., Pben A., 2000]. Nie ma
mozliwosci sfaktoryzowania supeeata {3,4}, dopdki nie sfaktoryzujemy
kolumre 1, poniewa kolumna 1 poprawia koluner3, ktéra nalgy do superwzia
{3,4}. Tak samo nie mzemy sfaktoryzow& superwzet {5,6}, dopdki nie
sfaktoryzujemy superyzet {3,4} i wierzchotek 2. Drzewo supegztowe definiuje
kolejnas¢ faktoryzaciji kolumn macierzy rzadkiej.

Dalej wykonujemy faktoryzagjnumeryczpg (tab. 5.1).

Na krokuk = 1 sfaktoryzujemy wierzchotek 1 (rys. 5.10, zvpag Tworzymy
macierz frontala Fi1 i wczytujemy niezerowe elementy pierwszej kolumny
macierzyzrédtowej. Przypisujemy numery niezerowych wierkpiumn — indeksy
globalne.
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Tabela 5.1
Etapy wykonania faktoryzacji numeryczne;.
k Asemblo- Fk Uk Ck Lk
wanie
1
1 3 4 1
3 4
11 11
1 - 3(3
3| X 4 4 3| x
4\ x 4\ x
2 5 2
56
2(2 x X 2(2
2 - 55 o
5| x 5| x
6le 6
6| X 6! x
3456 3 4
3(3 « x X 5 6 3(3 3
3 +U1 4/ ¢ 4 X 5(5 4« 4
5/ x X 6le 6 5 x x
6l X 6l x
56 56 3
4| +Us+Us 55 x - 55
6\lx 6 6lx 6
X 6
W postaci ogdlnej faktoryzacja macierzy frontalwgplada nasgpujaco:
A W) _(Le 0 (L} A | (5.11)
W, B, We U (o I
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gdziek — krok faktoryzacjiAx — blok diagonalnyWy — blok, umieszczony pod
diagonag. Macierz frontalna jest kompletnie zebrana tylkootrebie pierwszej
kolumny blokowej. Blok diagonalny z indeksami 2m2 macierzy frontalnej
zrodiowej przedstawiamy jako zergwpodmacierz. Jednak po dodawaniu
odpowiednich macierzy popraweldy, ktére powstaly na poprzednich krokach
faktoryzacji, mae pojawt sie niezerowy blokBy .

W macierzy frontalnej mana sfaktoryzowa tylko kompletnie zebrane
rownania, czyli pierwsg kolumrg blokows. Przy tym w gérnym bloku
diagonalnym powstaje dolna trgtka macierd. , elementy macierz\Wy ulegny
zmianie, a na miejscu bloBix macierzyzrédiowej pojawi s¢ macierz poprawek
Uk. Etapy faktoryzacji macierzy frontalnej przedstawione po#ej:

1 A =L, 0}
2. L, OW =w] - W, . (5)12

Jest to blokowa faktoryzacja Choleskiego — rozd2#.2. Dla dowolnego
kroku k kompletnie sfaktoryzowana kolumna blokowa ma wslgl

Ck:(\l/:vj . k=1234. (5.13)
k

Macierz Cx zawiera kompletnie sfaktoryzowane kolumny macidrontalne;.
Jest to cgs¢ wyniku ostatecznego — sfaktoryzowanej macierzyaglioej. Macierz
Ckjest macierz gests, poniewa nie zawiera wierszy zerowych. Dla umieszczenia
odpowiednich elementow macierzgx w pozycji macierzy globalnelLx s
uzywane indeksy globalne.

Przy zastosowaniu (5.12) do macierzy frontafgjotrzymujemy maciere i
macierz poprawekl; (tab. 5.1).

Na krokuk = 2 wczytujemy drug kolumre macierzyzrodiowej, pomijagc
zerowe elementy. Dostajemy macierz frondalfy, po sfaktoryzowaniu, ktorej
powstaj macierzeC; i Ua.

Na krokuk = 3 sfaktoryzujemy supegaet {3, 4}. Wczytujemy kolumny 3, 4
macierzy zrodtowej, ktére tworz kolumrg blokowa. Zerowe wiersze kolumny
blokowej (podany przyktad nie zawiera takich wigjsmusz by¢ pominkte.
Powstaje macierz frontaln&ss, ktdra trzeba poprawi przy dodawaniu do
macierzy poprawekl,, poniewa superwgzet {2,3} ma poprzednika 1 (rys. 5.10).
Przy takim dodawaniu elementy z jednakowymi indekisglobalnymi sumuj sie
algebraicznie. Po sfaktoryzowaniu poprawionej magiefrontalnej dostajemy
macierzyCs i Us.
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Na kroku k = 4 wczytujemy kolumny 5, 6 macierzyodtowej i dodajemy
macierzy poprawelJ,, Us, poniewa superwzet {3, 4} i wierzchotek 2 s
poprzednikami supermta {5, 6}. Na ostatnim kroku macierz frontalna tjes
maciera kompletnie zebray) dlatego nie powstaje macierz poprawek.

W metodach frontalnej i wielofrontalnej globalna aieaz dolna trojktna L
fizycznie nie istnieje. Wynik faktoryzacji jest mhowywany w sekwencji
macierzy gstych C: — C,, ktére g uzywane przy wykonywaniu podstawie
bezpgrednich i wstecznych.

Przedstawiony algorytm jest tatwy do wirtualizadi. pameci gtownej trzeba
umiesci¢ najwickszz macierz frontalg razem z tablig indeksow globalnych oraz
dwa bufory, jeden z ktérych powinien przechowyweajwicksz macierzCy , k =
1, 2, ..., a drugi — wektor o rozmiardé gdzie N — rozmiar zadania. Przed
faktoryzacy macierzy frontalnej kompletnie zebrana kolumngkblea kopiuje s
do pierwszego buforu i w tych adresach pgnodbywa st jej faktoryzacja. Po
faktoryzacji ten bufor zapisujeesha dysk do pliku f1, a w macierzy frontalnej
pozostaje tylko macierz poprawélk , k = 1, 2, ... , ktéra w przypadku deficytu
pameci RAM maoze by tez wytadowana na dysk do pliku f2. Przy agregacji
nastpnej macierzy frontalnej trzeba odczyta pliku f2 odpowiednie macierze
poprawek. Dlatego jest potrzebny drugi bufor. Dlaydh zada tablicy indeksow
globalnych te mog by¢ zapisane na dysk w plik 3, a przy wykonaniu padst
bezpdrednich i wstecznych — odczytane z dysku. Macteddtowa rownie moze
by¢ zapisana na dysku (plik fO) i odczytywana pesciach do drugiego buforu
przed umieszczeniem jej odpowiednich kolumn do erayifrontalne;j.

Sfaktoryzowana macierz znajduje @i pliku 1.

Dla matych i srednich zada wszystkie dane gs umieszczone w pakgi
gtébwnej.

Zrobimy krétkie podsumowanie. Rozgywanie uktadu réwna liniowych
algebraicznych z macieyz rzadly metody wielofrontalp odbywa st w
nastpujacej kolejndci:

a) Tworzymy graf przylegtéci dla podanej macierzy rzadkiej.

b) Uporzadkowujemy ten graf wybranmetod uporadkowania.

¢) Na podstawie faktoryzacji symbolicznej dostajemitda-graf oraz niezeroav
struktue macierzy sfaktoryzowanej, reprezentowanej formatem
skompresowanym — tablicyd, Pos (tab. 4.4). Tuind — tablica pierwszych
indekséw niezerowych elementéw pozadiagonalnychjgueez na ré&nice od
tab. 4.4 w naszym przypadku macierz jest umieszkofumna po kolumnie,
a nie wiersz po wierszu.

d) Na podstawie niezerowej struktury macierzy rzadkefpktoryzowanej
tworzymy drzewo eliminaciji i drzewo supegziowe.

e) Wykonujemy faktoryzaegj numerycza.

f) Wykonujemy podstawienia bezfyednie i wsteczne.

b ||‘ UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI VAN EUROPEJSK|
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI m FUNDUSZ SPOLECZNY

145

* X

* X x

* o




URMIA EUROPEISKA
EURDPEJSE]

FUMIDUSE SFOLECINY

KAPITAL LUDZKI

FARODOWA STRATEGIA SPOINGAC

Procedury a — d twogizetap analizy macierzy rzadkiej.

Przedstawiony powgj solwer wielofrontalny jest metad algebraiczsp,
poniewa jedyra wejsciowa informach jest macierzrédiowa, podana w formacie
skompresowanym. W metodzie elementow nsizonych (MES) ogsto jest
stosowany solwer wielofrontalny MES, dla ktéregode®ws informacp &3 graf
przylegtgci weztbw modelu MES, reprezentigy topologie modelu
obliczeniowego oraz macierze sztywoo kazdego elementu skezonego,
najczsciej przedstawiane w postaci procedury, wywotaniérdj powoduje
tworzenie macierzy sztywioi dla podanego elementu skazonego, a tate listy
weztdw dla kadego elementu skozonego. Takie solwery mgpardziej waskie
zastosowanie, jednak przy odpowiednim opracowaniymagas mniejszej
objetosci pameci RAM oraz g bardziej wydajne w stosunku do solweréw
algebraicznych.

Rozwamy jeden z takich solweréw — blokgwwielofrontalp metod
podkonstrukcji BSMFM (block substructure multifrahtmethod) [Fialko S.,
2004], [Fialko S., 2008], [Fialko S., 2009, CT],a/ko S., 2009, M], [Fialko S.,
2009, CAMES].

5.7 Blokowa wielofrontalna metoda podkonstrukcji

Stosowanie grafu przylegioi dla wezlbw modeli MES zamiast grafu
przylegtcci dla macierzy rzadkiej ma naptjace zalety:

e Istotnie zmniejsza objos¢ danych, poniewa graf przylegtéci dla wezidw
modeli MES zawiera mniej wierzchotkow i kraglzi od grafu dla macierzy
rzadkiej.

* W skutek tego szybciej dzialgmetody uporzdkowania, co jest istotne dla
dwzych zada (ponad 1 000 000 réwnha

* Najczsciej metody upormlkowania dziatay skuteczniej na grafach
zgrubionych, czyli stosowanie grafu przylegiodla weztéw doprowadza do
mniejszej ilégci zapeié niz w przypadku stosowania grafu dla macierzy
rzadkiej.

» Powstaje 4czenie rowna w grupy, wynikagce z fizycznego ustawienia
problemu, poniewaw kazdym wezle modeli MES istnieje kilka rowra Przy
uporzdkowaniu oddzielnych réwmate grupy mog by¢ rozlaczone, a przy
uporzdkowaniu veztéw modeli MES grupy pozostajPowoduje to tatwiejsze
skupienie réwnaw duze bloki.

Podstawy metody jest eliminacja ¢ztow modeli MES. Wyeliminowanie gzia
oznacza wyeliminowanie wszystkich rowinaskojarzonych z tym wgziem.
Procedura faktoryzacji polega na wyeliminowanigziéw krok po kroku. Ilé¢
krokow jest rowna iléci weztow. Jdli w podanym wezle brakuje rownaw skutek
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zadania podpdr, higcy krok eliminacji jest pusty. Ji istnieje maliwosé¢
taczenia grup w wiksze bloki, to za jednym razemdzie wykonano tyle krokow
eliminaciji, ile weztéw zostato zjednanych w podany blok.

Rozwamy prosty przyktad — ptyta kwadratowa z siaf?2 (rys. 5.11).

| @
ONNO

Rys. 5.11. Piyta kwadratowa z sigtkx2

Zaktadamy,ze uporzdkowanie grafu przylegkei weztdbw modeli MES jest
wykonane na podstawie algorytmu minimalnego stopriblia permutacjiPerm
={1,3,7,9, 2,6, 8, 4, 5}.

Rozdzielimy modele MES na oddzielne elementy nskone (rys. 5.12).
Uzyskujemy tak Kkolejng¢ agregowania elementéw gslazonych, zeby
zabezpieczy podan kolejnas¢ eliminowania wziéw (tab. 5.2). Dlategozeby
wyeliminowa wezet, trzeba palczy¢ wszystkie elementy skezone, zawierage
ten wezel. Wtedy wzel bedzie kompletnie zebrany.

Tabela 5.2
Uzyskanie kolejnéci agregowania elementow siazonych

Numer vezia 1 3 7 9 2 6 8 4 5
Numer elementu 1 2 3 4 1,2 | 2,4 3,4 | 1,3 1,2,3,4

Kazdy element mge by¢ agregowany tylko jeden raz. Elementy, ktore Ipyli
agregowane wczaiej, oznaczamy w kolorze szarym. Na przyktaeby zebré
wezel 2, trzeba agregowaelementy 1, 2, przeciete elementy ja byli
agregowane.
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Rys. 5.12. Plyta kwadratowa z siakx2. Wyeliminowane ety s3 przekrélone

Wezly 1, 3, 9, 7 8 kompletnie zebrane juna poziomie oddzielnych elementow
skanczonych. Dla wyeliminowania gzta 1 rozwamy macierz elementu 1. Jest to
macierz frontalna, w ktorej grupa rowndla wezta 1 jest kompletnie zebrana (rys.
5.13).

Macierz frontalna Niezako nczony front

= N b~ O

= N B~ Ol

T
T

1

Kompletnie zebrane
rownania Kompletnie sfaktoryzowana
czesé macierzy

Rys. 5.13. Macierz frontalna dla pierwszego krokoi@acji. Eliminujemy wezet 1

Przy agregowaniu macierzy frontalnej umieszczamyztyv w kolejnaci,
odwrotnej do podanej w tablidgerm Wtedy grupa kompletnie zebranych rowna
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zawsze okazuje giw dolnej czséci macierzy frontalnej. Kopiujemyatczgsc
macierzy do buforu dla kompletnie zebranych rofwngaktoryzujemy w adresach
tego bufora (fully decomposed part). Niezagzony front (incomplete front) jest
obliczany na podstawie dopetnienia Schur&li Jgrupa kompletnie zebranych
rownan jest umieszczona w dolnej @zi macierzy frontalnej, nie trzeba
wykonywa przesunicia elementow niezakozonego frontu w goém czsé
macierzy. Jest to istotne dla podniesienia wydaino speed up przy
wielowgtkowych obliczeniach, poniewadla komputeréw z partia wspolry
procedura kopiowania nak do procedur o niskiej wydajici, ktore w trybie
wielowatkowym g przyspieszane stabo.
Faktoryzacja macierzy frontalnej wygh nasfpujaco:

CUL I o) e

gdzie D — diagonalny blok kompletnie zebranych réw,néwT D) tworzy
dolny pasek kompletnie zebranych rownd. — dolnha tréjlgtna macierz po
sfaktoryzowaniu diagonalnego blokr, C — niezakdczony front, 1, — diagonal

znakow, ktora daje nitiwos¢ sfaktoryzowania macierzy nieoklenych. Przy
zastosowaniu blokowej faktoryzacji, otrzymujemy:

D=LO;0" - L
Wi=LO ;W' -

s
(5.15)
C=C+WOgW™ - C=C-WOgW’'

W taki sam sposobela wyeliminowane wzty 3, 7, 9 na poziomie oddzielnych
elementéw skaczonych 2, 3, 4.

Dla eliminacji wezla 2 trzeba zagregowalementy skaczone 1, 2 (rys. 5.14).
W zwigzku z tym,ze elementy te ju byly agregowane wcZgiej, agregujemy
niezakaczone fronty, zawierage wezet 2. Itd.

Proces agregowania — eliminowanisezdw (faktoryzacje macierzy) jest
przedstawiony w postaci struktury danyeaskryptor Procesitab. 5.3).

Front naley rozumie€ jako obiekt klasy C++, ktory zawiera numer
eliminowanego wzia, list weztdw, tworzcych front, list frontdw poprzednich
oraz list agregowanych elementéw skozonych. Kady front jest przedstawiony
wierszem tabeli 5.3. Eliminowanygzet zawsze znajduje¢sha ostatnim miejscu
listy weztow. Kazdy z frontéw poprzednich nde by uzyty do agregacji tylko
jeden raz.
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@ | @
© ®

Niezako nhczony
front #2

Kompletnie

zebrane Kompletnie

réwnania sfaktoryzowana
czes¢é macierzy

2

\\\
HEN

Rys. 5.14. Agregowanie niezalazonych frontéw 1, 2. \@zet 2 jest kompletnie zebrany.¢dly 1,
3, 9, 7 8 wyeliminowane na poprzednich krokach

Tabela 5.3
Deskryptor procesu
Krok Eliminowany Lista weztow, Lista Lista agregowanych
eliminaciji wezet tworzacych macierz| poprzednich elementéw
frontalm frontow
1 1 5421 | @ - 1
2 3 56,23 | = - 2
3 7 5487 | @ - 3
4 9 5869 | @ - 4
5 2 5,4,62 1,2 ---
6 6 5,4,86 5,4 ---
7 8 5,48 6,3 ---
8 4 5,4 7 ---
9 5 5 8 ---
KAPITAt LUDZKI Y A ot 5
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Struktue poziomow drzewa frontalnego tworzymy poprzezdghie tab. 5.3 z
dotu do géry. Ostatnim okazujezdront 9 — ustawiamy jego na gofjako poziom
1. Poprzednikiem frontu 9 jest front 8, ktéry traéi drugi poziom. Poprzednikiem
frontu 8 jest front 7 — ustawiamy jego na poziomP®przednikami frontu 7as
fronty 6 i 3 — ustawiamy ich na poziom 4. Itd.

W taki sposOb powstaje drzewo frontalne (rys. 5.%5,lewa). Kady
wierzchotek tego drzewa odpowiada pewnej podstraktuktéra ma swoj zbior
weztdw niewyeliminowanych oraz swpmacierz frontalg. Krawedzi tego drzewa
ustalaj kolejnas¢ eliminacji frontéw. Przy agregowaniu frontéw 1 -sguzywane
elementy skaczone 1 — 4. Na rysunku oznaczamy to symbolem Férzatlg.

Zeby zmniejsz§ rozmiar danych dla przechowywania niezai@onych
frontdw wprowadzamy renumeracje drzewa frontalnid jak jest to podane na
rys. 5.15. Nowe numery®znaczone nad &tkami. W takiej kolejnéci bedziemy
faktoryzowali odpowiednie macierze frontalne.

9@ 1
8\\+8> )
(ORI

0RO
OOV
NOROW ;

Rys. 5.15. Struktura poziomow drzewa frontalnegke) i drzewa scalonego (z prawa)

FE

Na drzewie frontalnym wydzielamy wierzchotki pagtkowe, sekwencyjne i
weztowe. Wierzchotki sekwencyjne matylko jednego poprzednika, eztowe —
kilkka poprzednikow, a pogikowe nie ma frontdw poprzednich. Pagd dla
macierzy frontalnej ¢dzie alokowana tylko dla wierzchotkéw patzowych oraz
wezlowych, a take bkedzie agregowana odpowiednia macierz frontalna. Dla
wierzchotkdw sekwencyjnych przekazujemy waki&t do macierzy frontalnej od
jego poprzednika. Daje to rAevos¢ uniknigcia operacji kopiowania danych z
jednego frontu do innego. z&i na tym kroku istniej agregowane elementy
skahczone, dodajemy algebraicznie elementy macierzyh tyelementéw
skaaczonych do elementow macierzy frontalnej, ktore gtakie same indeksy
globalne. Jdi dla frontow sekwencyjnych na podanym krokaden element
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skonczony nie kdzie agregowany, oznacza tée w macierzy frontalnejas
kompletnie zebrane réwnania z poprzednich krokdéw.d&je maliwosé taczye
grupy kompletnie zebranych réwindrontow sekwencyjnych w wksze bloki w
celu podniesienia wydajgoi. W naszym przyktadzie fronty 7, 8, 9 fontami
sekwencyjnymi, niepobiergymi zadnych elementow skozonych. Sfd powstaje
scalone drzewo frontalne z superwierzchotkiem {R}rys. 5.15, z prawa).
Numeryczna faktoryzacja jest wykonana w kolémo odpowiadajcej
numerowaniu wierzchotkow drzewa frontalnego scajmnpo przenumerowaniu.
Faktoryzacja kadej macierzy frontalnej odbywaegszgodnie z (5.15). Obliczenie
dopetnienia Schura oraz zréwnoleglenie na podstadpenMP jest podane w

rozdziale 3.6. Mngenie diagonali znakowl, przez blok w’ (5.15) jest

wykonane przy przepakowaniu bloku maciemfvyr =l W’ (rys. 3.23).

Jako przyktad, rozwany szdcioscian, podzielony siatk 50x50x50 na
objetosciowe elementy ski@zone. Rozmiar zadania wynosi 397 941 rownd/
tab. 5.4 w celu oszacowania wnioskowmgch technik przyspieszeniag podane
czasy rozwizywania dla rénych wersji tej metody.

Tabela 5.4
Trwatos¢ faktoryzacji numerycznej, s.
Wersja, rok Platforma Ik procesoréw (rdzeni)
1 2 4

2002 ia32 4 520 — —
2004 ia32 2 000 — —
2008 ia32 2 000 1142 684
2009 ia32 827 504 365
2009 x64 584 322 213

ANSYS v.11.0 ia32 1610 882 544

W wersji z 2002 roku przy faktoryzowaniu macieregritalnej byta stosowana
LU faktoryzacja Gaussa przy umieszczeniu elementéwviersy frontalnej wiersz
po wierszu w gornej eci trojkatnej [Fialko S., 2004]. Rejestry XMM nieg s
uzywane, a take brakuje wspierania wielagtkowaosci, blokowania pamgci
podrecznej oraz blokowania rejestréw (metoda naiwna). Warsja byla
zaimplementowana do programu Robot Millenium v.(&&w.robobat.com) oraz
do programu SCAD v. 31 (www.scadsoft.coippnunosckuii B. C. u ap., 2004].
Sq to oprogramowania MES dla obligzkonstrukcji budowlanych.

W wersji z 2004 roku dla faktoryzacji macierzy ftalmej byta opracowana
blokowa metodd.-S-L" , gdzieS — diagonal znakéw. Rozmiar bloku byt réwny
ilosci stopni swobody w wZle modelu MES (Ib = 3 dla podanego problemu),
brakowato wspierania wielatkowaosci, taczenia grup rownaw wigksze bloki,
uzycia XMM rejestrow oraz ich blokowania (SCAD v. 11)
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W wersji z 2008 roku zostatlo dodane wspieranie awetkowosci (SCAD
v.11.1). W 2009 roku byto zrealizowangczenie grup réwnaw wicksze bloki,
stosowanie rejestrow XMM oraz ich blokowanie, pidepvanie danych i
rozwijanie @tli wewnetrzne;.

W ostatnim wierszu tab. 5.4 przedstawione czasy oblicz&ego zadania przez
wielofrontalny solwer ANSYS v. 11.0 na platformi@-Bitowej. Okazato si ze
BSMFM w wersji z 2009 roku nie ugiuje wielofrontalnemu solwerowi
wiadomego programu MES przynajmniej dla tego zaalsestowego.

Na rys. 5.16 jest przedstawiony diagram trweitdaktoryzaciji numerycznej dla
roznych wersji tej metody.

5000 |
4500
4000
3500 - “ v 2002
3000 -
2500

2000 -

v 2004-2008

= v 2009 ia32

1500 - B v 2009 Intel 64

Trwatos¢ faktoryzacji, s

1000 -
H v 2009 Intel 64 4 proc

500 -

0

Rys. 5.16. Trwatéc faktoryzaciji numerycznej dla zdych wersji metody

5.8 PARDISO

PARDISO (parallel direct solver) [Schenk O, GartKer 2002] znajduje siw
sktadzie procedur biblioteki Intel MKL i demonsteupvysolk wydajnagé¢ oraz
dobry speed up na komputerach z pmmi wspdlra. Podstaw dla wysokiej
wydajnaci jest podziat macierzy rzadkiej ngste prostoitne bloki, do ktérych
nastpnie stosuj si¢ procedury poziomu 3 BLAS.

W tym celu stosuje sitworzenie drzewa eliminacji i drzewa supenowego
(rozdziat 5.6).

Przedstawione w tym rozdziale wzory dla macieranelyycznych powstaty z
bardziej ogdlnego podgajia [Schenk O, Gartner K., 2002] dla macierzy
niesymetrycznych.
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Algorytm sekwencyjny, zrealizowany w PARDISO, dlacrerzy symetrycznej
wyglada tak, ze przy faktoryzacji bigcej kolumny blokowejC; (rys. 5.17)
najpierw jest wykonane jej poprawienie — modyfileezgwrtrzna:

Al s
— _ i 1
C;=C (AzJ(Ai) (516
j

Al' nb | cL

] Cj nb | |7]

2 “
A’ 2 2

! Cj Lj

nb

Update of block-column C j Factoring of

block column C j

Rys. 5.17. PARDISO: poprawienie kolumny blokoyvejaz jej faktoryzacja
Nastpnie trzeba sfaktoryzowapoprawion kolumre j — etap wewetrznej
.. . . T .
faktoryzacji. Dlatego sfaktoryzujemy diagonalny Ibl@lj = Llj [ﬁLlj) — powstaje

dolna tréjkitna macierzL’, . Dalej obliczamy bloK_? :
\T \T
) =(e?) - (5.17)

Dlatego rozwazujemy ukfad réwna liniowych algebraicznych z macierz
doln tréjkatng LY i paczk prawych stron(C?)T, gdzie C] — czs¢ kolumny

blokowejC; , umieszczonej pod jej blokiem diagonalnyh,

cl.j

C=| 4. (5.18)

J 2

(CJ’
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Jest to podobne do metody looking left, tylko uoggie dla wersji blokowej.

W trybie wielowgtkowym PARDISO uywa dwupoziomowy left-right looking
algorytm faktoryzacji macierzy rzadkich [Schenk@artner K., 2002].

Pierwszy poziom jest zazany z tym,ze drzewo supergziowe (rys.5.18) ma
wiele gakzi, superwzly kazdej z nich mana sfaktoryzowa niezalenie od
innych. Daje to mdiwos¢ rownolegle sfaktoryzowa kolumny blokowe,
reprezentowane na drzewie eliminacji wierzchotkamaezacymi do r&nych
gakzi (first level —rys. 5.18).

Rys. 5.18. Rzutowanie wierzchotkéw drzewa eliminagji3 procesorii, Pz, Pz w dwdch
poziomowym left-right looking algorytmie PARDISO

Wierzchotkom gornej a&ci drzewa eliminacji odpowiadajkolumny blokowe
0 duzej szerokéci nb (rys. 5.17). Dlatego dia ilos¢ pracy obliczeniowej przypada
na gora czs¢ drzewa eliminacii.

Dwupoziomowy algorytm faktoryzacji left-right loaki jest przedstawiony na
rys. 5.19.

Kolejka gatzi Qs drzewa eliminacji jest tworzona w trakcie wykoraanalizy
macierzy rzadkiej. Dla przyktadu, podanego na By$8,Qs = {Q1, Q, Qs}, gdzie
Q1={1,2,3},Q:=1{4,5}, Qs ={7, 8}.

Algorytm faktoryzacji zaczyna siz pierwszego roéwnolegtego regioirst
level w ktorym @ wykonane ptle while dopdki wszystkie wierzchotki
niezalenych ga¢zi drzewa eliminacji nie zostarsfaktoryzowane.
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First level:
while (not local independent subtrees proce$sed
lock 1
remove one subtrees from subtree queue Q
unlock 1
factorize local subtree
lock 2a
perform right looking: subtree is factorized
unlock 2a
end while (no wait)
Second level:
while (not all supernodes factorized in root node quede Q
lock 2b
remove new supernode j from root node queue Q
unlock 2b
if (supernode j receives updates from previous supesid
if (thread has to waljt

lock 2c
pushback supernode j toot node queue Q
unlock 2c
goto Second level
else
perform external factoring of supernode j with supele k
end if
end if
compute internal supernode factoring
lock 2d
perform right-looking: supernode j is computed
unlock 2d
end while

Rys. 5.19. Dwoch poziomowy algorytm faktoryzacftdeght looking [Schenk O, Gartner K., 2002]

W sekcji krytycznej 1 odbywa grzutowanie bigacej gatzi drzewa eliminacji
na procesor. Z kolejki)s jest pobierany i od razu wyldleny najblizszy element.
Dalej kada z rownolegtych ¢ili while wykonuje sekwencypn looking left
faktoryzacg kolumn blokowych, odpowiadgjych wierzchotkom bigcej gaézi
Q (i =1, 2, 3 dla podanego przyktadu). Jak tylko odowia kolumna blokowga
zostanie sfaktoryzowana, wykonuje¢ setap looking right, ktéry polega na
przeanalizowaniu niezerowej struktury kolumny blakp L; i uzupetnieniu
Listfk] < j, gdziek € Lj A k > j. Jest to blokowane sekckrytyczry 2a, zeby
uniemaliwi ¢ modyfikacje tej samej listiist[k] jednoczénie przez kilka rénych
watkdw.

b ||‘ UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI VAN EUROPEJSK|
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI m FUNDUSZ SPOLECZNY

156




URMIA EUROPEISKA
EURDPEJSE]

FUMIDUSE SFOLECINY

KAPITAL LUDZKI

FARODOWA STRATEGIA SPOINGAC

Osiagnigcie zrébwnowaenia obcizenia wtkow (load balance) na pierwszym
poziomie jest trudne, poniewaiczko przewidzié ilos¢ operaciji, wykonanych dla
kazdej gatzi —drzewo eliminacji zwykie jest stabo zbalansoeablatego przy
zakaiczeniu swojej pracy w pierwszym rownolegtym regeonaden wgtek nie
oczekuje na inny, lecz od razu wchodzi w drugi rélegty regionSecond level
(opcjano waid.

W drugim réwnolegtym regionie znow dziadgpetle while, w kazdej z nich z
kolejki dla korzeniowej gaki drzewa eliminacjiQ; (dla naszego przyktad@. =
{6, 9, 10}) jest pobierany i od razu wyeliminowangjblizszy element. Odbywa
sie to w sekcji krytycznej 2b.

Jesli biezaca kolumna blokowa (supegzet) j powinna by poprawiona
poprzednimi kolumnami blokowymk, gdziek e List[j] (List[j] nie jest zbiorem
pustym) izadna kolumna z innegoatku nie poprawia w tym momencie kolumny
j, wykonujemy zewetrzng faktoryzacg — poprawienie kolumnyprzez kolumg k.
Jeili kolumna innego wtku juz poprawia koluma j, indeksj umieszczamy w
koniec kolejkiQr (sekcja krytyczna 2c), agtek biezgcy przekazuje sterowanie na
pocatek rownolegtego regionugéto Second level), pobiera z kolejk) numer
innej kolumny blokowej i prébuje jpoprawé.

Jak tylko kolumna blokowa bedzie poprawiona przez wszystkie kolumky
List[j] (lista List[j] staje s¢ pusta), w sekcji krytycznej 2d wykonujemy etap
looking right — na podstawie niezerowej strukturplumny blokowej |
uzupetniamy odpowiednie listy kolumn, umieszczonggrawa.

Petle while dziatap dopdki wszystkie superaty korzeniowej gaizi drzewa
eliminacji nie zostamsfaktoryzowane.

Formalnie PARDISO wspiera tryb faktoryzacji przyyai dysku — tryb
wirtualizacji OOC (out of core). Jak pokazujvielokrotne testy, wykonane
autorem, w trybie OOC PARDISO jest w stanie regywac tylko stosunkowo nie
wielkie zadania, a dla dych zada ten tryb nie dziata. &lzie to pokazane
ponizej. Dlatego my odnosimy PARDISO do klasy solweré&tdre dziatag tylko
na pamgci gtbwnej. Jest to powae ograniczenie dla stosowania tej metody.

5.10 PARFES

PARFES (parallel finite element solver) [Fialko 010] jest metod
rozwigzywania uktadoéw réwnaliniowych algebraicznych z macierzami rzadkimi
symetrycznymi, ktore powstgjprzy zastosowaniu MES do zadanechaniki
konstrukcji oraz mechaniki ciata statego.

Podstaw dla opracowania tej metody posfto to, ze solwery wielofrontalne
bardzo oszeginie wykorzystuy pame¢ gtowrg, tatwo ulegaj wirtualizacii,
jednak na komputerach z pawip wspdly wykazup znacznie mniejsz
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wydajna¢ w poréwnaniu z PARDISO oraz innymi metodami z iotelk wysokiej
wydajngci, poniewa map zbyt dwo transferéw danych poegdzy r&nymi
buforami pamgci RAM albo pamgcia RAM i dyskiem. Odbywa si to przy
umieszczeniu macierzy poprawek (niezaapnego frontu) w buforze pagwi
RAM oraz przy pobraniu tych danych przy agregowakilejnej macierzy
frontalnej. Operacje kopiowania paghi— paméé¢ nalez do operacji niskiej
wydajnaci i przy zwikszeniu ilgci procesoréw gbardzo stabo przyspieszane na
komputerach z pargttia wspolny.

Z drugiej strony, PARDISO ta inne metody z biblloteysokiej wydajnéci,
demonstryj wysoky wydajnag¢, dobre przyspieszenie przy zkszeniu ildgci
procesorow, jednak, §& rozmiar zadania przekroczy mavosci pamici RAM, to
takie zadanie niegdzie rozwizane.

Stad i powstata idea opracowania takiej metody, kidyavykazywata wysok
wydajna¢ oraz dobry speed up,s|ezadanie si miesci w pameci gtownej (tryb
core mode — CM), oraz byla by w stanie podi¢ dysk i rozwhzat zadanie,
rozmiar ktdrego jest zbyt dy dla umieszczenia w pagai RAM (tryb out of core
OO0C). Przy tym ta metoda w trybie OOC powinna wykea stabilny speed up,
chocia bardziej niski, nt w trybie CM.

Rozwamy przyktad ramy ptaskiej (rys. 5.20). Graf przy&gi jest podany na
rys. 5.21. Po zastosowaniu upgikowania algorytmem minimalnego stopnia
otrzymamy graf przylegkei z nowymi numerami gztoéw (rys. 5.22).

4 8 12
3 7 11
5 6 10
1- 5- 9—

Rys. 5.20. Przyktad ramy ptaskiej
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Rys. 5.21. Graf przylegiai dla weziéw modelu, przedstawionego na rys. 5.21

L4
-

v 3

~

Rys. 5.22. Graf przylegéai po uporgdkowaniu
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Wezly 1, 3, 5 w nowym ukitadzie numerowania odpowiadajztom 9, 5, 1 w
uktadzie pocgtkowym. $ to wezly podparte, nie produkaipnezadnego rownania
I dlatego oznaczone $inia przerywaa.

Po wykonaniu faktoryzacji symbolicznej otrzymujenmyezerows struktue
macierzy rzadkiej po upagdkowaniu (rys. 5.23). Brakuje tu kolumn 1, 3, 5,
poniewa nie tworz one rOWna.

Dalej trzeba podzidli macierz rzadk na gste bloki prostoitne tak, zeby
dotozy¢ minimalm ilos¢ elementéw zerowych. Dlatego stosujemy tecfinik
superwztowa. Tworzymy drzewo eliminacji igkzymy jego wierzchotki w
superwgzty (rys. 5.24).

X 4
6
7
9
X x 10
X X X x x 11
X X X X X x x 12

Rys. 5.23. Niezerowa struktura macierzy rzadkiepporzdkowaniu

Rys. 5.24. Drzewo eliminacji oraz drzewo supgnewe
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Przy tworzeniu drzewa eliminacji vciezce 2 — 4 trzeba fikcyjnie dopisa
pominigte wierzchotki 1, 3. Wtedy dulziemy mieli sekwencyjne numerowanie
wierzchotkéw tej samej getti, a to daje podstayvpolaczy¢ wierzchotki 2 — 4 w
supervgzet.

Podziat macierzy na bloki prosttke wedlug podanego drzewa
superwztowego jest przedstawiony na rys. 5.25.

2
X 4
6
7
8
X 9
X x 10
X| X x x 11
X X X X x x 12

Rys. 5.25. Podziat macierzy rzadkiej na bloki

Bloki diagonalne s zawsze kompletnie wypetnione. Bloki pozadiagonalne
mog by¢ kompletnie wypetionymi (w podanym prostym zadataikich blokow
niema), czsciowo wypetnionymi (g to bloki z indeksamiAai; Asz; Ass) oraz
blokami pustymi A21, As1, Aszp). Dla blokéw pustych parat nie jest alokowana.
Dla blokéw kompletnie wypetnionych umieszczamy edaity macierzy kolumna
po kolumnie, a dla blokéw egciowo wypetnionych pamt jest alokowana tylko
dla niezerowych wierszy. Wierz uwamy za niezerowy, § przynajmniej jeden
element tego wiersza jestzny od zera. W naszym przyktadzie dla bloku
przechowujemy wierszy 2, 3, 4, dla bloku, — wierszy 1, 2, 3, a dla blokus —
wierszy 1, 3, 4. W ogolnym przypadku wydl kolumny blokowej jest
przedstawiony na rys. 5.26.

Dla faktoryzacji macierzy rzadkiej stosujemy blokpmetod Choleskiego left-
looking. Dla macierzy ¢ptej algorytm faktoryzacji jest przedstawiony na.ry.27,
5.28. Faktoryzujemy kolumny blokowe kolejno z lemaprawo. Przy faktoryzacji
kolumnyjb trzeba najpierw wykorgajej poprawienie przez kolumny, umieszczone
z lewa (gtle do kb = 1, jb-1). Kazda kolumna blokowa o indeksié bedzie

b ||‘ UNIA EUROPEJSKA
KAPITAL LUDZKI VAN EUROPEJSK|
NARODOWA STRATEGIA SPOJNOSCI m FUNDUSZ SPOLECZNY

161

* X

* X x

* o




URMIA EUROPEISKA
EURDPEJSE]

FUMIDUSE SFOLECINY

KAPITAL LUDZKI

FARDDOWA STRATECIA SPOINGACI

mnazona przez bIokAij’kb, znajdujcy sk w wierszu blokowym o indeksie

ib =jb . Dla obliczenia iloczynu dwoch macierzy stosujemngcedug DGEMM z
Intel Math Kernel Library. To daje mibwos¢ wykonywa obliczenia na szczycie
wydajngci procesora.

v Bloki diagonalne
4
Elementy niezerowe /
ly
Elementy zerowe
P v
4

Rys. 5.26. Typowa struktura kolumny blokowej

ib=jb —»

ib

Rys. 5.27. Faktoryzacja macierzystej blokows metody Choleskiego left-looking
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do jb=1N,

/lupdateof column jb by columnsarelocatedat left
dokb=1, jb-1

doib = jb,N,

Aib,jb = Aib,jb -A ib,kb uS‘ij,kb

enddo
enddo
/l Factoringof column jb

- T
Ajb,jb =L ib,ibL jb, jb

doib=jb+1,N,
ij,ijib,jb :Aib,jb - Lib,jb
enddo
enddo

Rys. 5.28. Algorytm faktoryzacji macierzysiej blokows metody Choleskiego left-looking

Po poprawieniu kolumny blokowg) wszystkimi kolumnami, umieszczonymi z
lewa, sfaktoryzujemy diagonalny blok i obliczamyokil umieszczone pod
blokiem diagonalnym. Dla kalego takiego bloku rozwitujemy uktad réwna
liniowych algebraicznych z macierziolng tréjkatna — wykonujemy podstawienie
bezpdrednie (gtlado ib=jb+1, Ny).

Dla macierzy rzadkich przy poprawieniu kolumnyb kolumnami,
umieszczonymi z lewa,gda brali udziat tylko takie kolumn¥b, dla ktérych blok,
znajdupcy sie w wierszuib = jb, jest blokiem niezerowynkb ¢ Listjb] . Oprocz
tego indeksib przyjmuje tylko takie wartei, ktére odpowiadaj niezerowym
blokom A ,: ib € L, gdzieL — niezerowa struktura macierzy sfaktoryzowane;.

Pozwala to ob&¢ mnazenie przez bloki zerowe.
Algorytm blokowy looking left dla macierzy rzadkijgst przedstawiony na rys.
5.29
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1. if (CM)

prepare block columjb € [1, Nb]
2. dojb=1,Nb
3. if(OOCV O0C1)

prepare block columjh
4, parallel update of colugbn

if (OOC1)

read block colurkb from disk.
Apip =A™~ ZAib,kb (B, (A" pwo; b= jb,ib0L
kbOList[ jb]
5. factoring of block colunjim
Api= Lipp [Sjb M oo
Lin.jo BBpp Mo =ATibjp  — Lip,jp; 10> jb,ib0L
if(OOCVv O0C1)

write block columnb to disk and free RAM
for blocks in rowib = jb.

6. addjb to List[Ib], Ib > jb, if block columnjb updates the block
columrib.
7. end do

Rys. 5.29. Algorytm faktoryzacji macierzy rzadkigpkows metod Choleskiego left-looking

Tu OOC, OOC1 oznacza tryb wymiany danych z dyskiggdzie o tym mowa
p&zniej. Diagonal znakéws powstaje przy uogolnieniu metody Choleskiego na
macierze nieoki&gone.

Ponad 99% operaciji arytmetycznych wykonugere etapie 4. Dlatego ten etap
powinien by zréwnoleglony w pierwszej kolejce.

Schemat zréwnoleglenia jest przedstawiony na g B-ialko S., 2010].

W podanym przyktadzie kolumna blokowa 0 numerzée$® poprawiona przez
kolumny 1, 3, 6, 9. Obliczenia svykonane na czterechatkach {p ¢ [0, 3], gdzie
ip — numer watku). Dla unike€ia stosowania synchronizacji, ktora drastycznie
zmniejsza wydajni& przy wykonywaniu takich zadaw trybie wielowgtkowym,
bedziemy wykonywali obliczenia dla kdego wiersza blokowego na tym samym
watku. Wtedy sytuacja, kiedy dwazdych watki dokonup zapis w ten samy blok
kolumny 12, jest kompletnie wykluczona.

Dla zabezpieczenia zrownowania obcizenia pomgdzy watkami dla kadego
wiersza blokowego liczymy ikei niezerowych elementéw (wadiWy). Dalej
sortujemy wiersze blokowe w padku malejcym wedtug ich wag i po kolei
przypisujemy te wiersze do procesorow fizycznychtkéw). Przy tym na kadym
kroku takiego przypisania bigcy wiersz lgdzie przypisany do tego procesora,
ktéry ma minimalg sune wag (najmniejsz objetos¢ pracy obliczeniowej).
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kb ——— jb 2 Wib =3 Mke*LDAIb kb
1 i Q i E kb kb

12 =2 X W,

1300 1 L ]

14 § % p=3 X Wiy
15| ] E E b=1 2 Wis
o 6@l ] B [ =3 ZWg

17 . - -

18 (= InnE = =1 I Wis

19 ] ] B ] p=2 X W

20 § § =0 2 Wy
g 21 |
RPN N | b=0 Zw

<9':| | 8 & i & & 22
Mib

Rys. 5.30. Schemat zréwnoleglenia obliczenia popkasio kolumnyjb

Matematyczna formalizacja tego algorytmu jest pstaaiona poriej.

a. Dla kazdego  wiersza  blokowego  wyznaczamy  sum wag
Z\Nib: szbD-DAib,kb'

KhoList jb]
b. Sortujemy kolumny blokowe w pagdku malejcym wedtug ich wag.
Cc. QOip D[O,],...,np —1J sumofweigtyip] =0

OibOLy, (loopib)

d. Find  min_ip 0 [O' N, _1] sumofweighs{ip]is min
sumofweigksmin_ip]+ = ZV\/ib; thread_numljib] = min_ip;
endloopib
KAPITAL LUDZKI VY A
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OkbOLink[jb]  (loopkb)
OibOL,, (loopib)
Qithread_numiib]] < {A 0 A 4, Kb} (putto queueQfip])
endloopsib, kb

W punkciec tablicasumofweightsktéra przechowuje swwag dla kadego
watku ip € [0, ny-1], jest wyzerowana. T, — ilos¢ watkdw. W punkcied algorytm
znajduje taki numer gtku min_ip, ktory zawiera minimaklp sung wag, przypisuje
biezagcy wiersz blokowyib do tego wtku, poprawia jego sugnwag i umieszcza
numer tego wtku w tablig thread_numbktéra przechowuje dla kdego wiersza
blokowego numer wtku, ktory kzdzie wykonywat obliczenia w tym wierszu. W
punkciee dla kadego vatku tworzymy kolejkiQ[ip]. Kazdy element kolejkQ[ip]
zawiera wskaniki do odpowiednich blokoéw macierzy oraz numereksukb.

Po przygotowaniu kolejek wykonujemy roéwnolegte popianie kolumny
blokowejjb.

# pragmaomp parallel
whiIe(Q[ ip] is not empt))
{A ib,kb? A ib,kb? kb} — (Q[ip] /{A ib,kb 1 A jb,kb? kb})
Aib,jb = Aib,jb -A ib,kb (B, AT ib,kb;
end while
end parallel region

W rownolegtym regionie wykonujemy ¢fle while dopdki kolejka,
odpowiadajca watkowi ip 1[0, n, —1], nie kedzie pusta. Przy kalej iteracji tli

dla watku ip pobieramy odpowiedni element kolejki i od razu veglamy go
(QipIAA 1o A oo Kbf).  Otrzymujemy wskaniki do  odpowiednich  blokow

jbkb?
macierzy i wykonujemy obliczeniazywajac procedury DGEMM z Inlet MKL.

Zréwnoleglenie na etapie 5 (rys.5.29) jest wykonygveprzy zastosowaniu
odpowiednich rownolegtych procedur z bibliotekidhMKL.

Je&li zadanie nie migi sie w paméici gtdwnej, lzdzie wyty jeden z dwdch
trybdw wirtualizacji metody.

Tryb OOC zawiera minimadnilos¢ odwotar do dysku, poniewapotrzebuje
znacznie wgcej pameci gtdbwnej, ni tryb OOCL1l. W trybie OOC1 w skutek
znacznie wgkszej ilcsci odwotaa do dysku wydajn@& metody zmniejsza §i
jednak to daje mdiwos$¢ rozwigzywania daych zada na komputerach z mat
pamkcia giéwng.

W trybie OOC przy poprawieniu kolumnyb w pameci gtdwne] g
utrzymywane bloki, oznaczone na rys. 5.31. Przdidzgmiem kolumnyjb bedzie
alokowana pangt dla jej blokéw i te bloki bdg wczytane z dysku. Po obliczeniu
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kolumny jb jej bloki 53 zapisywane na dysk. Pag@idla blokow wszystkich
kolumn, umieszczonych z lewa, ktére niglppotrzebne dalej,dolzie zwolniona.

Zapisane na dysk.
Pamieé RAM
jest zwolniona

Jeszcze nie alokowane
jb

Alokowane w RAM

Rys. 5.31. Utrzymywane w RAM bloki macierzy w trgfdOC

W trybie OOC1 przy poprawieniu kolumnjb w pameci gidwnej g
utrzymywane kolumngb oraz potrzebne bloki kolumrib (rys. 5.32).

kb

Jeszcze nie alokowane
Zapisane na dysk. ib

Pamie¢ RAM
jest zwolniona

Alokowane w RAM

Rys. 5.32. Utrzymywane w RAM bloki macierzy w trgfDOC1

Dlatego g potrzebne dwa bufory, alokowane w pacnigtdwnej. Jeden bufor
miesci kolumre jb, a drugi — bloki kolumnyb. Przed obliczeniem kolumnjp z
dysku g wczytane jej bloki dla macierzyzrodiowej. Przy kadym
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inkrementowaniu indekskb (rys. 5.29, punkt 4) potrzebne bloki kolumily beda
odczytane z dysku. 186 odwotar do dysku istotnie wzrasta w poréwnaniu z
trybem OOC, jednak odfos¢ uzywanej pamici gtdwnej jest znacznie mniejsza.
Po sfaktoryzowaniu kolumny jej bloki beda zapisane na dysk.

Poréwnamy czasy oblicaedznymi metodami deego zadaniachema_new,1
wzictego z zestawu zafldirmy SCAD Soft [SCAD], przedstawionego na ryss 1.
zawierajcego 3198 609 rowna liniowych algebraicznych. &lziemy
porownywali PARFES, PARDISO i BSMFM. Ostatnia meiodnae by
potraktowana jako dobra realizacja solwera wielainego (tab. 5.4, wiersze 5 i
7) i dlatego wybrana dla takiego poréwnania.

W tab. 5.5 g podane czasy oblicagotrzymane na komputerze z procesorem
Intel® Core™2 Quad CPU Q6600 @2.40 GHz, cache k324KB, L2: 4096 KB,
RAM DDR2 333.7 MHz, 8 GB, chipset Intel P35/G33/G&IS Windows Vist&
Business (64-bit), Service Pack 2.

W kolumnie "NonZero(L)" § rozmiary sfaktoryzowanej macierzy w MB. Dla
kazdej z metod byt ayty algorytm uporzdkowania METIS [Karypis, Kumar
1995]. W kolumnie "Analysis" zostata przedstawidnaatos¢ etapu analizy, a w
kolumnie "Solution phase" — trwao podstawié bezpdrednich i wstecznych na
jednym i na czterech procesorach.

Kazda z metod dziata w trybie OOC. PARDISO s&pyt wykonanie zadania
awaryjnie z b¢dem -11. PARFES na 4 procesorach na etapie faldoiyz
numerycznej wykazal czas obligzetrzy razy mniejszy od trwadoi metody
BSMFM. BSMFM demonstruje najmniejszy czas wykonangmdstawié
bezpg@rednich oraz wstecznych, poniewgrowadzi do mniejszego rozmiaru
macierzy sfaktoryzowanej.

Tabela 5.5

Trwalos¢ etapdw rozwgzania zadaniachema_new_(B 198 609 rowng na komputerze z
procesorem Intel® Core™2 Quad CPU Q6600 @2.40 Giiki¢-S., 2010].

Method NonZero(L) | Ana- Numerical factorization, s Solution phase,
MB lysis s S
Number of processors Number of proc.
1 2 3 4 1 4
PARFES QOC) | 12186 23.6 1190 802 594 475 804 526
PARDISOQOC) | 10662 61.4 Numerical factorization phase: erretl
BSMFM (OOC) | 10 869 9.0 2 011r 1 48? 1 2616 1 2?2 497

Na rys. 5.33 jest przedstawiony speed up dla meA&RIFES i BSMFM [Fialko
S., 2010].
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o
=
—
E o2
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N Y P S ‘
1 .
0
0 1 5 3 .
Number of processors
=88 PARFES
@00 BSMFM

—— ideal

Rys. 5.33. Zadanischema_new_(B 198 609 réwn@. Przyspieszenie etapu faktoryzaciji
numerycznej w trybie OOC na komputerze z proces@ene™?2 Quad

Nawet w trybie OOC PARFES demonstruje stabilny dpge

Na rys. 5.34 dla metody PARFES w trybach CM, OOQQ2 jest podany
speed up na etapie faktoryzacji numerycznej zadseti@ma_ new_ 13 198 609
réownai) na komputerze z czterordzeniowym procesorem AMi2ndm™ |l x4
995 3.2 GHz; L1: 4x64 KB, L2: 4x512 KB, L3: 6 MB;AR: DDR3 1066 MT/s,
16 GB core memory, Chipset: AMD 790X, OS: Windowist&TM Business (64-
bit), Service Pack 2.

W trybie CM (core mode) PARFES demonstruje neai wydajna¢ (32 453
MFLOPS na czterech rdzeniach) oraz najlepszy sppedednak dla rozaezania
zadania jest potrzebne 12 186 MB RAM. W trybie O®@lajna¢ i speed up g
mniejsze (22 898 MFLOPS na czterech rdzeniachprmasst dla rozwgzania tego
zadania wystarczy 2 995 MB RAM. W trybie OOC1 wyd#f zmniejsza si do
8 610 MFLOPS, speed up jest niski, jednak dla rezania zadania wystarczylto
tylko 706 MB RAM, czyli takie die zadanie mae by rozwigzane aplikag 32-
bitowa na zwyktym notebooku.
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4
. 32 453 MFLOPS
ideal __
PAREES O | e
- 22 898 MFLOPS
3| PARFESCM_a Py 2 995 MB RAM
8 610 MFLOPS
o 706 MB RAM
=
-2
I
o
)
1
0

2 3 4
number of processors

Rys. 5.34. Zadanischema_new_(B 198 609 rowng. PARFES: przyspieszenie etapu faktoryzacji
numerycznej w trybach CM, OOC i OOC1 na komputerzeozgsorem
AMD Phenom™ || x4 995

W tab. 5.6 s przedstawione trwadgi etapoéw analizy oraz faktoryzacji
numerycznej dla metod PARFES, PARDISO i BSMFM rajstoboczej DELL z
dwoma széciordzeniowymi procesorami Intel Xeon X5660 @ 2.8233.2 GHz,
z paméiciag RAM DDR3, 24 GB. Ogolna ik& rdzeni wynosi 12. Wszystkie metody
dziatap w trybie core mode (CM).

Czasy oblicz# etapu faktoryzacji numerycznej solweréw PARFEARPISO
sa bardzo bliskie. Najwksza wydajnét zostaje osignicta przy 11 wgtkach.
Wydajnag¢ BSMFM jest 10 razy mniejsza.

Na rys. 5.35 $ przedstawione przyspieszenia PARFES, PARDISO i BEM
Procesory Intel Xeon X5660 @ 2.8 GHz /3.2 GHz wsgaetryb turbo boost
(rozdziat 3.4). Krzywa ,deal” odpowiada przyspiesis idealnemu, krzywa
sdeal-tb-fun” — aproksymacja idealnego przyspiesaeparabal kwadratovd, a
krzywa "ideal-tb" jest wynikiem testowania programektory intensywnie liczy
funkcje trygonometryczne i praktycznie nie gjiai uktadu pamngici.

Krzywe "id-tb-fun" i "ideal-tb" g bliskie, std wynika, ze mog oni
przedstawié przyspieszenie idealne dla podanegogprz
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Tabela 5.6

Trwatos¢ etapdw rozwizania zadanisschema_new_13 198 609 rowng na stacji roboczej
DELL z dwoma sz&iordzeniowymi procesorami Intel Xeon X5660 @ 218233.2 GHz.

llosé PARFES PARDISO BSMFM
procesorow Anal., s | Num. Fakt.,|s Anal., s Num. Fakt., s| Anal., $ Num. Fakt., s
1 16.9 654 31.1 596 13 1406
2 16.9 337.8 23.6 305.3 13 1015
3 16.9 232.1 25.3 208.6 13 869
4 16.9 177.9 23.3 163.3 13 793
5 16.9 145.7 23.8 135.7 13 786
6 16.9 125.6 25.7 116 13 777
7 16.9 110.6 23.1 100.9 13 772
8 16.9 100.5 23.4 90.8 13 807
9 16.9 925 24 83.9 13 770
10 16.9 86.3 24 79.6 13 796
11 16.9 82.1 29.9 77.4 13 825
12 16.9 87.5 28.6 78.5 13 839
12 . .
id-tb-fun
ideal
ideal-tb —&—
PARFES —@—
10 PATose —R= =
/ /\o
8 /
b
. /
e
c o6
I 3/
Q
)
4
2
k,
o)
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

number of processors

Rys. 5.35. Zadanischema_new_(3 198 609 réwn@. Przyspieszenie etapu faktoryzacji
numerycznej w trybie CM na stacji roboczej DELL zaina széciordzeniowymi procesorami Intel
Xeon X5660 @ 2.8 GHz /3.2 GHz
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Speed up dla PARFES i PARDISO okazattsardzo bliski i znacznie lepszy od
przyspieszenia metody BSMFM.

Ten sam problem pozostat rozazany na zwyklym notebooku Toshiba Sattelite
z procesorem Intel Pentium Dual CPU T3200 @ 2.0@,Gdche: L1: 32 KB, L2:
1024 KB, RAM: DDR2, 4 GB; chipset: Intel GL40 reédiz, OS — Windows Vist¥
Business (64-bit), Service Pack 2. PARFES laylnany, jako aplikacja 32-bitowa.
Oznacza toze dla solwera byto dagtne okoto 900 MB pamaci RAM. Zadanie
bylo rozwigzane w trybie OOC1 na dwdchytkach. Analiza macierzy trwata 26 s,
agregowanie macierzy — 3 min 16 s, faktoryzacja emmena — 51 min 51 s,
podstawienia bezgoednie | wsteczne — 19 min 54 s. Catkowity czasvigzania
zadania wynosi 75 min 32 s (1 godzina 15 minut). PARDISO, ani BSMFM nie
potrafili rozwigzat tego zadania na podanym komputerze.
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Zataczniki

Zatacznik 1. Kod programu MemTest_1.

#include  "stdafx.h"
#include <iostream>
#include <cmath>
#include <emmintrin.h>
#include "windows.h"
using namespace std;

int _tmain( int argc, TCHAR* argvl[])
{
int N, ntimes, i, it;
DWORD t_s;
double *X = NULL, t_elaps;
register double dot, dotl;
const int L1 =4096; //ilosc slow double w cache L1 =32 KB
#ifdef _DEBUG
cout << "VERSION DEBUG\n";
#else
cout << "VERSION RELEASE\n" ;
#endif
cout << "Input: N, ntimes\n" ;
cin >> N >> ntimes;

N = N/L1;
N = N*L1;
/lteraz N jest wielokrotne L1 - dzieli sie bez res zty na

/14, 8 ,..., 2*exp(k) <= 4096

cout << "N=" <<N<< "ntimes=" << ntimes << endl;
try
{ . .
X=( double *) _aligned_malloc(N* sizeof (double ), 16);
if (IX)
throw 10;
catch (int )
cout << "Memory allocation error\n" ;
exit(1);
}
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for (i=0; i<N; i++)
X[i] = sqrt(( double )(i+1));
[[---=---- Odczyt klasyczny (kod naiwny)

t_s = GetTickCount();
for (it=0; it<ntimes; it++)

{

dot = 0.0;

for (i=0; i<N; i++)
dot += X[i]*X[i];

}
}
t_elaps = ( double )(GetTickCount()-t_s);
cout << "classical access:

t_elaps << "msek" <<endl

[-------- Rozwijanie petli x 4

t_s = GetTickCount();
for (it=0; it<ntimes; it++)
{

dot = 0.0;

for (i=0; i<N; i+=4)
{
dot += X[i[*X[i]+X[i+1]*X[i+1]+
X[i+2]*X[i+2]+X[i+3]*X[i+3];
}

t_elaps = ( double )(GetTickCount()-t_s);

cout<<  "unrolled loop x 4:
t_elaps << "msek" <<endl

[[---=---- Rozwijanie petli x 8
t_s = GetTickCount();
for (it=0; it<ntimes; it++)
{
dot =0.0;
for (i=0; i<N; i+=8)

dot += X[i[*X[i]+X[i+1]*X[i+1]+X[i+2]*X[i+2]+
X[i+3]*X[i+3]+X[i+4]*X[i+4]+
X[i+5]*X[i+5]+X[i+6]*X[i+6]+X[i+7]*X[i+7];

}
t_elaps = ( double )(GetTickCount()-t_s);
cout << "unrolled loop x 8:
t_elaps << "msek" <<endl
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[-------- Rozwijanie petli z krokiem 8, prfetch -
/IKrok 8 - to jest ilosc slow double w linie cache
t_s = GetTickCount();

/lllosc slow double w linii cache o rozmiarze 64B
for (it=0; it<ntimes; it++)

{

t_elaps = (

dotl = 0.0;

{

}

cout <<

t_elaps <<

1

for (i=0; i<N; i+=8)
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z krokiem 8

L1

jest 8

_mm_prefetch(( const char *)(&X[i+8]), _MM_HINT_TO);

dotl += X[iP*X[i]+X[i+L]*X[i+1]+X[i+2]*X[i+2]

X[i+3]*X[i+3]+X[i+4]*X[i+4]+X[i+5]*X[i+5]+

X[i+6]*X[i+6]+X[i+7]*X[i+7];

double )(GetTickCount()-t_s);

"prefetching loop: unroll x 8 prefetch x 8 "

"msek" <<endl

SSE2 1l

_.m128d cl, c2, c3, ¢4, sum;
__declspec (align (16)) double res[2];

t_s = GetTickCount();
/I llosc slow double w linii cache o rozmiarze 64B
for (it=0; it<ntimes; it++)

{

sum = _mm_setzero_pd();

{

for (i=0; i<N; i+=8)

jest 8

+

<<

_mm_prefetch(( const char *)(&X[i+8]), _MM_HINT_TO);

/Noad X[i], X[i+1] tocl

cl=_mm_load_pd(&X[i]);

/Noad X[i+2], X[i+3] to c2

c2 =_mm_load_pd(&X[i+2]);
INoad X[i+4], X[i+5] to c3

c3 =_mm_load_pd(&X[i+4]);

/Nload X[i+6], X[i+7] to c4

¢4 =_mm_load_pd(&X[i+6]);

/lcl <- cl*cl

cl=_mm_mul_pd(c1, cl);

/Isum = sum + cl*cl

sum = _mm_add_pd(sum, cl);

/lc2 <- c2*c2

c2 =_mm_mul_pd(c2, c2);

/lsum = sum + c2*c2

sum = _mm_add_pd(sum, c2);

/lc3 <- ¢3*c3
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c3 =_mm_mul_pd(c3, c3);

/lsum = sum + ¢3*c3

sum = _mm_add_pd(sum, c3);

llc4 <- c4*c4

c4 = _mm_mul_pd(c4, c4);

/lsum = sum + c4*c4

sum = _mm_add_pd(sum, c4);
}
_mm_store_pd (res, sum); //unload res <- sum
dotl = res[0]+res[1]; //ffinally: dotl = res[0]+re

t_elaps = ( double )(GetTickCount()-t_s);

cout << "SSE2: x4 prefetch x 8
t_elaps << "msek" <<endl

if ((dot-dotl)*(dot-dotl) >= 1.0e-16)
{

cout << "Error: dot =" << dot << " dotl="
<< endl;
}
_aligned_free(X);
X = NULL;

system( “"pause" );

return O;

Zatacznik 2. Kod programu DGEMM 1989 (J. Dongarra)

#define BLOCKSIZE 64
static int MIN( int i, int j);

void dgemm(int M, int N, int K, double *A, double *B, double
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s[1];

<<

<< dotl

*C)

[
A-NxK
B-KxM
C-NxM

A B,Cs a umieszczone kolumna po kolumnie

{
int i, idepth, ii, ilen, ispan, j, jdepth, jj;
int jlen, jspan, |, Il, Ispan;
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int  mb, nb, kb;
mb = BLOCKSIZE;
nb = mb;

kb = BLOCKSIZE;

register double t11,t12, t21, t22;
double CH[BLOCKSIZE][BLOCKSIZE];

int ind_A, ind_B, ind_C;

for (I=1; I<=K; l+=kb)
{
Ispan = MIN(kb, K-I+1);
for (i=1; i<=M; i+=mb)
{
idepth = 2;
ispan = MIN(mb,M-i+1);
ilen = idepth*(ispan/idepth);

/lkopiowanie bloku macierzy A i jego
/I przepakowanie
for (ii=i; ii<=i+ispan-1; ii++)

for (lI=l; ll<=l+Ispan-1; lI++)
{
ind_A = N*(II-1)+(ii-1);
CHIll-I+1][ii-i+1] = Afind_A];

for (j=1; j<=N; j+=nb)

jdepth = 2;
jspan = MIN(nb,N-j+1);
jlen = jdepth*(jspan/jdepth);
for (jj=j; li<=j+jlen-1; ji+=jdepth)

for (ii=i; ii<=i+ilen-1; ii+=idepth)

t11 =t12 =t21 = t22 = 0.0;
for (lI=l; ll<=l+Ispan-1; lI++)

/Ipoint to BIll, jj]

ind_B = K*(jj-1)+(lI-1);

t11 += CHIll-I+1][ii-i+1]*B[ind_B]J;

t21 += CHI[lI-I+1][ii-i+2]*B[ind_B];

t12 += CHIlI-I+1][ii-i+1]*B[ind_B+1];

t22 += CHI[lI-I+1][ii-i+2]*B[ind_B+1];
}

ind_C = N*(jj-1)+(ii-1);
Clind_C] += t11;
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C[ind_C+1] +=121;

Clind_C+N] +=t12;

Clind_C+N+1] +=t22;
}/koniec p etliii

if (ilen <ispan)

for (ii=i+ilen; ii<=i+ispan-1; ii++)

{
t11 =t12 = 0.0;
for (lI=l; ll<=l+Ispan-1; lI++)

/Ipoint to BIll, jj]

ind_B = K*(jj-1)+(ll-1);

t11 += CHIll-I+1][ii-i+1]*B[ind_B];
t12 += CHIll-I+1][ii-i+1]*B[ind_B+K];

}
ind_C = N*(jj-1)+(ii-1);
Clind_C] +=111;
Clind_C+N] +=1t12;

}

}
Y1 koniec p etli jj
if (jlen <jspan)
for (jj=j+jlen; ji<=j+jspan-1; jj++)
for (ii=i; ii<=i+ilen-1; ii+=idepth)

t11 =t21 = 0.0;
for (lI=l; ll<=l+Ispan-1; lI++)

I/ point to BIll, jj]
ind_B = K*(jj-1)+(ll-1);
t11 += CHIll-I+1][ii-i+1]*B[ind_B];
t21 += CHIll-I+1][ii-i+2]*B[ind_B];
}

ind_C = N*(jj-1)+(ii-1);
C[ind_C] +=1t11;
Clind_C+1]+=1t21;

if (ilen < ispan)

for (ii=i+ilen; i<=i+ispan-1; ii++)

{
t11 = 0.0;
for (lI=l; ll<=l+Ispan-1; lI++)
{

/Ipoint to BlI, jj]
ind_B = K*(jj-1)+(ll-1);
t11 += CHIll-I+1][ii-i+1]*B[ind_B];
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}

ind_C = N*(jj-1)+(ii-1);
Clind_C] += t11;

}I koniec p etliii
}I koniec bloku if
Y1 koniec p etli jj
Y/ koniec bloku if
Y koniec p etli j
Y1 koniec p etlii

YI koniec p etli |l
}
int MIN( int i, int )

it (i <i)

return i;
else
return j;
}
Zalacznik 3. Przykfad tworzenia watkdw. Sekcji krytyczne.

/I MultThreads.cpp : Defines the entry point for th e console
application.
I Przyktad tworzenia w atkéw i funkcji w atku
I Synchronizacja na podstawie sekcji krytycznych
I synchronizuje dostep w atkéw do wspolnego resursu
I - strumienia stdout.

#include  "stdafx.h"
#include <iostream>
#include  "windows.h"
using namespace std,;

#define MAX_THREAD_NUMB 64

IIprototyp funkcji w atku
DWORD WINAPI ThreadFunc( void *lpParam);

//dane przekazywane do w atku, pakujemy w strukturze
struct THREAD_DATA

int ip;

/lglobalna deklaracja obiektu sekcji krytycznych
CRITICAL_SECTION cs;
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int _tmain( int argc, TCHAR* argvl[])

{
HANDLE hThread[MAX_THREAD_NUMB];
DWORD ThreadID[MAX_THREAD_NUMB];
THREAD_DATA tDat{MAX_THREAD_NUMB];

int nThreads;
int iThread;

cout << "Input number of threads\n" ;
cin >> nThreads;

/linicjowanie obiektu sekcji krytycznych
InitializeCriticalSection(&cs);

for (iThread=0; iThread<nThreads; iThread++)
{
/lwypelniamy dane, przekazywane do w atku ip
tDat[iThread].ip = iThread;
[ltworzymy w atek potomny ip
hThread[iThread] = CreateThread(NULL, O, ThreadFu
( void *)&tDat[iThread], O,
&ThreadID[iThread]);
if (hThread[iThread] == NULL)
{
/INiepowodzenie - zamykamy program
cout << "create thread error: iThread ="
iThread << endl;
system(  "pause" );
DWORD ExitCode;

BOOL Ret =
GetExitCodeProcess(GetCurrentProcess(),
&EXxitCode);
ExitProcess(ExitCode);
}
}
IIW  atek pierwotny powinien czeka ¢ dopuki wszystkie w
/l[potomn e nie sko  ncz g dziatanie.
/[Je slit g instrukcje usun a¢, w atek pierwotny
/Imo ze sko nczy ¢ dziatanie wcze sniej
/lod zako  nczenia dziatania w atkow potomnych.
if (WaitForMultipleObjects(nThreads, hThread, TRUE, IN
== WAIT_FAILED)
{
cout << "WaitFor... problem " << endl;
system( "pause" );
DWORD ExitCode;
BOOL Ret = GetExitCodeProcess(GetCurrentProcess()
&ExitCode);
ExitProcess(ExitCode);
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}

/IW  atki potomne s a zako nczone - niszczymy ich handles
for (iThread=0; iThread<nThreads; iThread++)
CloseHandle(hThread[iThread]);

//deinicjowanie obiektu sekcji krytycznych
DeleteCriticalSection(&cs);

cout << "Hello from master thread\n" ;
system( "pause" );

URMIA EUROPEISKA
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return  O;
}
DWORD WINAPI ThreadFunc( void *IpParam)
/*
Funkcjaw atku
*/
{
THREAD_DATA *pDat = (THREAD_DATA *)IpParam;
int ip = pDat->ip;
/lusuni  ecie synchronizacji powoduje niepoprawne dziatanie
/ffunkcji biblioteki run time C\C++
/[Zakomentuj EnterCriticalSection(&cs) oraz
//LeaveCriticalSection(&cs) i zobacz co wyjdzie
EnterCriticalSection(&cs); //wejscie do sekcji krytycznej
/lwyprowadzamy w strumien stdout pierwsza czesc z dania
printf( "Hello from thread ip" );
/lwymuszamy odlaczenie w atku od procesora -
/lprowokujemy bt ad
Sleep(0);
/lwyprowadzamy drug a czesc zdania
printf( "=0%d\n" ,ip);
LeaveCriticalSection(&cs); //wyjscie z sekcji kr ytycznej
//Wstrzymujemy wykonanie w atku 0 1000 ms .
Sleep(1000);
return  O;
}
Zatacznik 4. Kod programu dot_prod_tbb.
// dot_prod_tbb_2.cpp : Defines the entry point for the console
application.
1
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#include  "stdafx.h"

#include <iostream>

#include <cmath>

#include  <vector>

#include  "windows.h"

#include  "tbb/parallel_reduce.h"
#include  "tbb/blocked_range.h"
#include  "tbb/task_scheduler_init.h"
#include  "tbb/concurrent_vector.h"

Hemmmmmemm - type of data:
#define CONCURR_VECTOR
I1#define VECTOR_DOUBLE
/1#define DOUBLE

using namespace tbb;
using namespace std,;

/Iklasa-szablon dla procedury "parallel reduce" z T BB
template < typename T>
class DotProd

{
public
double dot;
T &a;
T &b;
DotProd(T &aa, T &bb):a(aa),b(bb) { dot=0.0; }
DotProd(DotProd &dp, split):a(dp.a),b(dp.b) { dot=
void operator () ( const blocked range< int >& range)
{
double tmp = dot;
blocked_range< int >::const_iterator ita;

for (ita = range.begin(); ita != range.end(); ++ita)

{

}
dot = tmp;

tmp += a[ita]*b[ita];

}

void join(DotProd<T> &rhs) {dot += rhs.dot;}

/lfunkcja-szablon wspiera ré
template < typename T>
double ParallelDotProd(T &%, T &y, size_t n, size_t np)

zne typy danych

0.0;}

/*

X - wector x

y - wector y

n - rozmiar zadania
np -ilo $¢ w atkow
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/lkonstruowanie obiektu dla procedury "parallel re
DotProd<T> ob(x, y);

/IDeklarowanie range dla procedury "parallel reduc
blocked_range<int> Rr(0, n, 1);

/lwywotanie procedury "parallel reduce" z TBB, kt6
/Iprzetworza object ob

parallel_reduce(Rr, ob);

return ob.dot;

}
int _tmain( int argc, TCHAR* argvl[])

{
#ifdef _DEBUG
cout << "DEBUG VERSION\n";

#else

cout << "RELEASE VERSION\n" ;
#endif

int np=0;

size_tN;

size_t ntimes, it;

size_tind;

DWORD dwTime;
double dot_prod,;

cout << "Input N, np, ntimes\n" ;
cin >> N >> np >> ntimes;

size_tloc_N = N/np;
N =loc_N*np;

cout << "N=" <<N=<<end,
task_scheduler_init Init(np);

#ifdef CONCURR_VECTOR
concurrent_vector< double > a;
concurrent_vector< double > b;
cout << "CONCURRENT_VECTORX endl;

#endif
#ifdef VECTOR_DOUBLE
vector<double> a;
vector<double> b;
cout << "vector<double>" << endl;
#endif
#ifdef DOUBLE
double *a = NULL;
double *b = NULL;
cout << "double" << endl;
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#endif

#ifdef

#else

#endif

#ifdef

#else

#endif
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DOUBLE

try

{
a = new double [N+1];
b = new double [N+1];
for(ind=0; ind<N; ind++)

{
alind] = 1.0;
b[ind] = (double)(ind);
}
catch(bad_alloc)
{
cout << "mem_alloc_err\n";
system("pause");
exit(1);
}

/Iprzygotowanie wektoréw x, y, umieszczonych odpow
/lobiektach a, b
a.reserve(N+1);
b.reserve(N+1);

for (ind=0; ind<N; ind++)

{
a.push_back(1.0);
b.push_back(( double )ind);

dwTime = GetTickCount();

/[call parallel reduction and repeat it ntimes tim
for (it=0; it<ntimes; it++)
dot_prod = ParallelDotProd(a, b, N, np);

cout << GetTickCount()-dwTime << " ms\n"

DOUBLE
delete [] a; a = NULL;
delete [] b; b = NULL;

a.clear();
b.clear();

/lporéwnywanie wyniku z wynikiem oblicze
double dot_prod_ctrl = 0;
double *x, *y;

iedniow

es

n sekwencyjnych

try
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Xx=  new double [N];
y=  new double [N];

catch (bad_alloc e)

{
cout << "mem_alloc_err\n"
system( "pause" );
exit(1);
}
for (ind=0; ind<N; ind++)
{
x[ind] = 1.0;
y[ind] = ( double )ind,;
}

for (ind=0; ind<N; ind++)
dot_prod_ctrl += x[ind]*y[ind];

if (fabs(dot_prod_ctrl-dot_prod) > 1.0e-8)
{

cout << "error!HHHTTHn'
}
delete [] x;
delete [y;
system( "pause" );
return  0;
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