Rozwigzanie uktadow rownan
lintowych algebraicznych dla
macierzy rzadkich: metody
bezposrednie

» Metody bezposrednie — to sa takie metody, ktére za skonczong ilos¢
operacji doprowadzajg do wyniku dokladnego, przynajmniej; w arytmetyce
precyzyjne;.

» Dla macierzy rzadkich skutecznos¢ rozwiazania istotnie zalezy od:
o zdolnosci metody uporzadkowania zmniejszy¢ iloS€ niezerowych
elementéw w macierzy sfaktoryzowanej
o zdolnosci solwera umiesci¢ w pamieci gidwnej duze tablice danych,
zabezpieczy¢ wirtualizacje (podziat danych na bloki, z ktérych tylko czes¢
znajduje sie w pamieci gtédwnej jednoczesnie, a inne bloki sa pobierane z
dysku)



o zdolnosci solwera opracowywac¢ bloki danych, znajdujacych sie w
pamieci gtédwnej, na wysokim poziomie wydajnosci

» Istnieje wielu réznych typéw solwerow na dzien dzisiejszy dla macierzy

rzadkich symetrycznych
o Solwer skyline — to jest metoda Gaussa lub Choleckiego, w ktorej
macierz przechowywana w formacie profilowym. Najbardziej uzywane
metody uporzadkowania: RCM, metoda Sloana. To sg solwery starego
typu, dla duzych macierzy ( N > 10 000) wydajnos¢ drastycznie spada w
skutek powstania znacznej ilosci zapetnien. Solwer jest prosty w realizacii,
lekko poddaje sie wirtualizacii.

o Solwer frontalny dla MES. Macierz zrédtowa nigdy nie agregowana w
postaci jawnej. Nosnikami informacji o elementach macierzy sa macierzy
elementéw skonczonych - macierzy nie wielkiego rozmiaru. Proces
faktoryzacji: po koleje pozostaje wprowadzone asemblowanie macierzy
elementéw skonczonych, wykrycie kompletnie zebranych réwnan (to sag
takie rownania, wspoitczynniki ktéorych nie zmieniaja sie przy dotadowaniu
macierzy dowolnych z pozostalych elementéw skonczonych - takie
rownania mozna wyeliminowaé, nie doczekujagc konca procesu
asemblowania) i eliminacji tych réownan. W taki sposéb idzie réwnolegte
asemblowanie — eliminacje réwnan, przy czym eliminacje przez caty czas



jest wykonywana w macierzy gestej stosownie nie wielkiego rozmiaru —
tak zwanej macierzy frontalnej. Sfaktoryzowane czesci macierzy od razu
pozostaja wypchane na dysk, dalej bedzie asemblowana macierz
kolejnego elementu skonczonego, i tak dopdki faktoryzacja sie nie
skonczy. Sfaktoryzowana macierz powstaje w catosci na dysku. Zamiast
uporzadkowania weztéw lub réwnan jest wykonywane uporzadkowanie
grafu przylegtosci elementéw skonczonych w celu minimalizacji rozmiaru
macierzy frontalnej. Najbardziej uzywane metody uporzadkowania — RCM,
Sloan. Przy takim podejsciu frontalna macierz bedzie tylko jedna.

o Solver domain decomposition — macierz ma specyficzng blokowo-
diagonalng struktura z obramowaniem w skutek rozdzielenia obszaru
obliczeniowego na nieprzekrywajace podobszary. Taka struktura macierzy
jest bardzo tatwg do zréwnoleglenia, solwer jest odnosnie prosty w
realizacji, lekko poddaje sie wirtualizacji, przeciez najczesciej takie metody
uporzadkowania nie sg najlepsze w sensie zmniejszenia zapetnieni.



o Sparse direct solwer — uporzagdkowanie najczesciej polega na algorytmie
minimalnego stopnia, metodzie wtozonych przekrojow, metodach
wielopoziomowych. Macierz jest przechowywana w jednym z formatéw
skompresowanych (na przyktad, format kompresowany A. H. Shermana). Nie
nadaje sie do wirtualizacji. Jest bardzo skuteczne podejscie, jesli macierz
moze by¢ umieszczona w pamieci gtéwnej.

o Solwery multifrontalne — to jest potaczenie idei solwera frontalnego z
uporzadkowaniem dowolnego typu. Jako wynik, jednoczesnie powstaje wielu
macierzy frontalnych. Nadaje sie do wirtualizacji i do zréwnoleglenia. llos¢
elementéw niezerowych w macierzy sfaktoryzowanej jest taka sama, jak i w
solwerach sparse. Metoda multifrontalna nadaje mozliwos¢ zredukowac
operacje nad macierzg rzadka do operacji eliminacji nad kolejnoscig macierzy
gestych stosownie nie wielkiego rozmiary — frontalnych macierzy. Macierz
sfaktoryzowana w catosci powstaje na dysku. Przynajmniej w MES na dzien
dzisiejszy jest najbardziej potezng i wydajna metoda dla rozwigzywania
bardzo duzych uktadéw réwnan ( 500 000 — 3 000 000 na komputerach klasy
PC).



» Rozwazymy solwer domain decomposition z punktu widzenia obliczen
rownoleglych. Bedziemy uwazali, ze dla wyznaczenia podobszaréw byia
zastosowana metoda przekrojow rownolegtych: obszar pozostat rozdzielony
na podobszary wprowadzeniem separatorow S,, S,. Jesli réwnania,
odniesione do czesci wewnetrznej podobszaréw |, |,, I;, ustawi¢ przed
rownaniami, odniesionymi do separatorow - (I, I,, I3, S;, S,), to macierz
bedzie miata posta¢ blokowo-diagonalng z obramieniem. Bloki diagonalne
A, A, Aj; odpowiadajg rownaniom wewnetrznym |, |,, I3, a blok A,, —
rownaniom separatorow S;, S,. Bloki A41, A42, A43 obramienia powstajg dla
wspoétczynnikdw réwnan dla separatoréw przy niewiadomych, odniesionych
do réwnan wewnetrznych.

An1 Aqs
A A
1 12 13 — 22 24
Ass| Azs
Sf1 §2 An| Ag| Aus|Raa




» Zapetnienia nie pojawia sie w blokach, oznaczonych biatym kolorem.

» Kazdy blok diagonalny, oprécz ostatniego, moze by¢é sfaktoryzowany
niezaleznie od innego

» Roéwnania wewnetrzne dla kazdego bloku diagonalnego
uporzgdkowujemy algorytmem minimalnego stopnia

@ ,
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—( @@ch
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Graf Struktura poziomow

» Przykiad:
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Separator S1=(9,5); po > Tablica permutacji bedzie taka:

usunieciu separatora graf Perm(1,6,2,3, 8,7, 4, 9, 5)
sie rozpada na niezalezne
podgrafy

4 X ™
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e
e
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» Rozwiazanie blokowe: Schemat symetryczny

for 1=12,...,n—1
Aty A =L - L-iri

L - L-:;i — Ar-‘nri — L-Ir;i
W = I—ni . I—Tni

Arim = A — W,

> W petle po i az do ostatniej instrukcji obliczenia mozna wykonywacé
niezaleznie od indeksu iteraciji i. To nadaje mozliwosé zrownolegli¢
operacje. Tylko przy modyfikacji ostatniego diagonalnego bloku jest
konieczne zastosowanie synchronizacji.

Obliczenia wysokiej wydajnosci w10



An=Ly- I—Il

Ly I—T31 = A-3r1 — LT31
W, =L LT31
synchroniz. lock
Aés = Ay — Wy,
synchroniz. unlock

A22 = I—22 ' I—Tzz

I—22 ' I—T32 — Agz - LT32
W32 = L32 : LT%z
synchroniz. lock
A§3 - A33 - W32
synchroniz. unlock

I—33 . I—T33
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» Schemat asymetryczny: poprawke do bloku diagonalnego liczymy tak:

Wni :Lni'LI]i :Lni’l—ﬁl"A\Ti :Ahi’ (LiTi)_l'Lﬁl"A\Ti :Ahi'Y
%f_J

z

Y

for 1=12,...,n—-1
T Zaleta schematu asymetrycznego jest to,
Ai = Ly - L ze jeden z mnoznikow macierzowych A
L . Z=A" — Z jest pobrany do faktoryzacji — jest bardziej
' ! rzadki od mnoznika L,; schematu
L, - Y=2 =Y symetrycznego (ktory powstat po
o faktoryzacji — wiec oprécz elementéw
Whi = Ani - Y zréodtowych zawiera zapetnienia. Jesli
Ar‘m = A, —W,. algorytm mnozenia A ;'Y zorganizowac
end i jako dla macierzy rzadkich (obejs¢

elementy zerowe), to ogélna ilos¢ operaciji
A' =L_ - LT bedzie mniej od schematu
" " symetrycznego.



Solwer left-looking
Dla macierzy gestej:

doj=1, N
= update column j
do k=1, j-1
doi=j, N
QA = ;- Ay Ay
end do
end do
= factorize column |
lj = Va
do i=j+1,N
lj = ayfly
end do
end do

Obliczenia wysokiej wydajnosci w10
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Solwer left-looking sparse

Dla macierzy rzadkiej:

Obliczenia wysokiej wydajnosci

doj=1, N
= update column j
do k € List[j]
doiel,
& = & - Iyl
end do
end do
= factorize column |
lj = Va
doiel,
lj = ayfl
end do
end do

w10 12



Solwer left-looking sparse

» Rozwazemy ten algorytm na przyktadzie:

10
10
10
1 0
1 2

o NN - O

3.162
0 10

0632 1
0 1

10
1 10

0316 0 10

0 10
2 1 10

9

9

j=1 (kolumna 1):

l,,=Va,, = 3.162;
l1=ay /)y

]=2 (kolumna 2):

l,,=Va,, = 3.162;
lo=a,/l5;

3.162

0 10

0316 0 10

0632 1 0 10

0 1 2 1 10
3.162

0 3.162

0316 0 10

0.632 0316 0 10

0 0316 2 1 10




3.162 j=3 (kolumna 3):
0 3.162

03161 0 10 N Bedzie poprawiona kolumnag 1:

0.632| 0316 0 10
0 |0316 2 1 10

l35= \/(333'|312); ls=(aiz — l31*11)/l33;

Obliczamy kolumne j: kolumny, umieszczone od lewej strony, poprawiajg
kolumne j, jesli maja niezerowy element o indeksie |;, :

s,=s,—t, gdzie t,= >, s,

k eList i

List; — zbior indeksow k, ktore odpowiadaja
niezerowym elementom w wiersze i=

W wektorze s, — kolumna k, sg utrzymane

niezerowe elementy i > j (ponizej diagonali) o J

B ]
Poprawienie obejmuje tylko elementy kolumny j, l I
ktore odpowiadajg niezerowym elementom !
kolumny k. | P



3.162
0
0.316

0

3.162
0

0.316

10

0632 0316 0 10
2 1 10

3.162
0
0.316
0.632
0

3.162
0
0.316
0.316

Kolumna j=4: 1,,= V(ay,-l,,2-1,,2-1,52)=3.082

3.162
0 3.162
0316 O 3.146
0.632 (0.316 | +0.064| 3.082
0 0.316 | |0.636 1 10

3.162
0
0.316
0.632
0

3.146

—-0.064 10

0636 1 10

3.162

0 3.146

0.316 -0.064 3.082
0316 0.636 0.305 10

Obliczenia wysokiej wydajnosci w10
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Kolumna j=5: lss= V(@ss-ls; 25,1552 —1542)=3.066

3.162

0 3.162

0316 O 3.146

0.632 0.316 -0.064 3.082

0 0316 0.636 0.305 3.066

Obliczenia wysokiej wydajnosci w10
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t < 0 //wyzerowac¢ wektor pomocniczy
for(j=1;,J<=N; j++) /lobliczamy kolumne ]
{
d=0;
for(k eL;) //L;—zbiér numerdow kolumn,
/ldlaktorycha, =0

for(ie F) [/ petle poindeksach kolumny x
/I F, — zbior wartosci indeksu,
//dla ktorycha, =0

{
t=t+a,-a, /la, —niezalezaod i

b

d=d+aj
¥
a; =./a;—d; //obliczamy element na diagonali
for(ieF)
{

& = (aij _ti)/au‘;

t =0; //wyzerowac dla obliczen kolejnej kolumny
b

¥

Solwer left-looking
sparse — algorytm ogéiny



1. Sparse technique

H; =0 i

I mm

S /_

3 /

Q

g ’- nonzero

= l’ ,//;entries

zero computing column j
entries i

Kk —>»

tj<—Hj,2-H2



1. Sparse technique

-
-,
-

i
I
A\\

]

first position

—- o

nonzero
,/?ntrles

computing column j

Zero
entries 1|

t'«H,,-H+H,,-H*



1. Sparse technique

A
4

L
Y
=

I
I
7
(\\

N

first position

—- o

nonzero
,/7ntr|es

computing column j

Zero
entries 1|

t'eH,, - H+H,,-H' +H, - H°



1. Sparse technique

N,
R
Hig %0 \/1
R ==
= i | |
g / Zi
g ﬁgfﬁi—- AN
(=] ||
é i /no!:z_ero
ll ,//n ries
zero computing column j
entries 1411
Kk —>»

HI=H -t/ =HI - SH, A

ij;tO



Co daje technika sparse?

1. Przy obliczeniu wektora poprawek t; pobieramy tylko kolumny, ktére maja
niezerowy mnoznik | .

2. Przy obliczeniu elementow wektora poprawek t; w petle po indeksu i
uwzgledniamy tylko niezerowe elementy kolumny s, (I, #0), przy czym i<k .

Powoduje to istotne zmniejszenie ilosci operacji arytmetycznych w stosunku
do innych technik, na przykfad skyline.



Solwer right-looking sparse

Macierz gesta

do k=1, N
= factorize column |
i = Vay
do i=k+1,N
i = @yl
end do
» update columns, located at right
doj=k+1, N
do i=j,N
ay; = ay - byl
end do
end do
end do

Obliczenia wysokiej wydajnosci w10 23



Macierz rzadka:

Obliczamy kolumne k. Kolumna k bedzie poprawiata kolumny j =i, dla
ktorych elementy |, # 0 . Poprawa kolumny j odbywa sie tak:

a; =a; —LJl,, 1eFR  F —zbiérindeksow i dla ktorych |, # 0



Solwer right-looking sparse

9

k=1 (kolumna 1):

l,=Va,, = 3.162;
l1=ay /)y

9

3.162

0 10

0316 0 10

0632 1 0 10

0 1 2 1 10




Poprawiamy elementy kolumn, umieszczonych z prawa od kolumny j:

3.162

0 |10

0.316/] 0 10

06321 1 0 10

0 1 2 1 10

| poprawiamy:

3.162
0 10
0316 O
0632 1
0 1

9.9
-0.2 9.601
2 1

Liczymy macierz poprawek:

-

10

0
0316
0.632

“

(0 0316 0632 0) =

Obliczenia wysokiej wydajnosci w10

‘00 0 0
0 01 02 0
0 0.2 0399 0
L0 0 0 0,
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3.162

0 10
0316 0 9.9 >
0632 1 -0.2 9.601

0 1 2 1 10

Poprawiamy kolumny 4, 5:

3.162
0 3.162
0316 O 9.9
0.632 0.316 -0.2 9.501
0 0316 2 09 99

k=2 (kolumna 2):

l,,=\a,, = 3.162;
l,=a;,/l5,

Obliczenia wysokiej wydajnosci w10

9

3.162
0
0.316
0.632

3.162

0.316
0.316

9.9
-0.2

9.601

10

27




3.162

0 3.162
0316 0
0.632 0.316
0 0.316
3.162
0
K 0.316
0.632
0

k=3 (kolumna 3):

9.9 >
~02 9501 lss=Vag; = 3.146;
5 09 99 =83/l
3.162
0  3.146
0.316 |-0.064[9.501
0.316 | 0.636 || 0.9 |[9.9]

Poprawiamy kolumny 5, 6:

Obliczenia wysokiej wydajnosci w10
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3.162
0
0.316

3.162
0

3.146

9

0.632 0.316

—0.064 9.497

0 0316 0.636

3.162
0
<> ]0.316
0.632
0

3.162

<> |0.316
0.632

3.162

0.316
0.316

3.162

0.316
0.316

3.146
—0.064
0.636

3.146
—0.064
0.636

0.941 9.496

3.082

0.305 9.403

3.082

0.305 3.066

k=4 (kolumna 4):

l,,=Va,, = 3.082;

L=/l 44

k=5 (kolumna 5):
9
l.s==Vas: = 3.066;



for(k =Lk <=N;k++) //obliczamykolumre k
{
a, =./a,;
/lobliczamyelementykolumnyk, umieszczore pod elementema,,
for(iel,) //L —zbidrindeksowi,i>k
//dlaktorycha, =0

/I poprawiamyelementykolumn, umieszczorych
//sprawaod kolumnyk
for(jeL,) //L, —zbiérindeksowj>i, dlaktorycha, =0
{
for(le k) //F —zbior---wartosciindeksowi, i > |
//dlaktorycha, #0

aij - aij - aikajk

Solver right-looking
sparse — algorytm
ogolny



Solwer multifrontalny

Step k Ly, Gy
1 XX Ay
2 U xex (6 J
() § I XX (2 M 1)
4 x '\__ __/'
XXX 5 X N~ g
XX X (o) —4
' ©—03)
- 2 o o A
1 x| s @XX ﬁﬂf/ﬂ
xx-;xx \2
b4 5 Vo
XX X's (6—4)
.- ' (6—3)
2 X [T@XX
Kxgixx
XX s E—4
1
bk 1\
X OiX®
XXX 5 X
XX @X (6—4)
1 ,&
4 X '
X @4
XX X5 X .
X @)X & o)
1 ) {‘;D
=) X 3
X -;
XXX 5
XX @X[s]

Jest podana macierz rzadka.
Po wykonaniu permutacii,
odpowiadajgcych wybranemu
algorytmu uporzadkowania,
portret macierzy oraz graf
przylegtosci sa podane na step
0.

Dalej wykonana procedura
faktoryzacji symbolicznej z celg
wyjasnienia, gdzie powstaja
zapetnienia.

Rysunek jest pobrany z [7], fig. 1.2
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Dostajemy portret macierzy sfaktoryzowanej:

X X (6)
2 X X | Drzewo eliminacji: O
a) - pierwotne —
3 e X X
b) - superweztowe () (2)
o 4 X o
X X X 5 X (3)
X X e X 6 (1)
Q) b)

» Analiza struktury tej macierzy polega na tworzeniu drzewa
eliminacii.

» Wierzchotkami tego drzewa sg kolumny macierzy.

» Rodzicem kolumny nazywaja pierwszy niezerowy element,
umieszczony pod diagonalg. Wskazuje na najblizszg kolumne

sprawa od podanej, ktéra bedzie poprawiona elementami
podanej kolumny.



> Na przykiad, kolumna 1 bedzie modyfikowata kolumne 3 — numer wiersza
pierwszego niezerowego elementu w kolumnie 1 jest rowny 3. Kolumna 2
bedzie modyfikowata elementy kolumny 5, kolumna 3 — elementy 4 t. d.
Zaleznosc¢ ta jest przedstawiona w postaci pierwotnego drzewa eliminacji.

> Faktoryzacje macierzy mozna zaczyna¢ od kolumny 1 albo od kolumny 2
albo réwnolegle eliminowaé kolumny 1 i 2 (dla tego ze pomiedzy nimi nie
istnieje zadnej zaleznosci).

> Kluczowym faktorem podniesienia wydajnosci jest mozliwos¢ tagczenia
kolumn macierzy w grupy — nadaje mozliwos¢ zastosowania faktoryzacji
blokowej. Nie kazde sasiednie kolumny mozna tgczy¢ w grupe (blok). Zalezy
to od struktury macierzy rzadkiej.

» Superweziem nazywamy tgczenie kilkach wierzchotkéw drzewa eliminaciji,
ktore maja sekwencyjng numeracje, tworzg jedna sciezke i maja ten samy
wierzchotek ze starszym numerem. W macierzy rzadkiej kazdemu
superweztowi odpowiada gesta tréjkatna podmacierz, umieszczona
bezposrednio pod diagonalg. Kolumny, ktére odpowiadaja superweziowi,
beda tgczone w bloki.



Asemblow

anie Fy U, Cy L,
13 4 - 1
_ 1/1 x X 3(3 # 1(1
ji 4(#4) 32
2 5 6 5 6
B 2(2 X X 55 4 2
°| X 6[#6) 5| X
6{ X 6l x
3 4 5 6 3 4
3(3 # x X 5 6 3(3
+U, Al# 4 X 5(5 # al e a4 :4
| X X 6(#6J 5/ x X X X
oL 6\x # X
5 6 5 6
+U,+U, 5(5 xj _ 5(5 24
6lx 6 6{x 6 X X 5
X # X




» Proces eliminacji odbywa sie przez caly czas w szeregu macierzy
gestych — frontalnych macierzy F.

» Macierzy U przechowujg poprawki do frontalnych macierzy na
nastepnych krokach faktoryzacji.

> Macierzy C zawierajg czesci wynikow ostatecznych — kompletnie
faktoryzowane podmacierzy.



Blokowa multifrontalna metoda podkonstrukcji

» dowolna metoda uporzadkowania

» Uporzadkowanie grafu przylegtosci dla weztéw modelu MES, a nie dla
réwnan:
o znacznie mniej objetos¢ danych
o szybciej dziata metoda uporzadkowania
o zwykle mniej elementéw niezerowych poniewaz graf spojnosci jest
zgrubiony w poréwnaniu do grafa dla réwnan
o powstaje blokowanie rownan naturalne, a nie na podstawie analizy
macierzy — lepiej jest skupienie do wiekszych blokow

> Eliminacje wezet — po — wezle - na kazdym kroku eliminacji eliminujemy
rédwnania, skojarzone z danym weziem.

» Front — obiekt klasy C++, ktéry zawiera:
o numer eliminowanego wezla
o liste weztéw, tworzacych front
o liste frontéw poprzednich — numery frontéw, ktére tworza dany front
o liste elementéw skonczonych, ktére tworza dany front



Przyktad: plyta z siatkg 2x2 Ne wezta do Lista elementow,
wyeliminowania zawierajacych podany

2
1 3 wezet

1

® @

2

3

4

1,2

2,4

3,4

1,3

galhh|lOO|OOIN]O|IN|W]|EF

1,2,3,4

MMD nadaje taka kolejnos¢ eliminowania weztéw: 1,3,7,9,2,6,8,4,5.

1. Rozdzielamy model FEM na oddzielne elementy skonczone

2. Uzyskujemy taka kolejnos¢ dostarczania elementéw skonczonych, zeby spetnic
podang przez renumerator kolejnos¢ wyeliminowania weziow.

3. Kompletnie zebrane wezty — dostarczanie pozostatych elementéw skonczonych nie
zmienia wspoétczynnikéw tych rownan.

4. Kompletnie zebrane rownania musza by¢ wyeliminowane na danym kroku eliminacji



@ @ Eliminujemy wezty 1, 3,7, 9

(3) @

@ 8 8 @

Macierz frontalna dla wyeliminowania wezta 1. Dla uproszczenia
porozumienia bedziemy uwazali, ze kazdy wezet zawiera tylko jedno
rownanie. Wezty 3, 7, 9 beda wyeliminowane tak samo, jak i wezet 1.

FE#1 incomplete front
frontal matrix ;51 %x W macierzy frontalnej umieszczamy
5 X /, 2 XXX wezly w kolejnosci odwrotnej do
4|XX podanej przez renumerator —
:I? i : : o kompletnie zebrane rownania sg w
S~ dolnej czesci
1 XX XX

fully assembled and deciomposed -



©

O

8 8

Eliminujemy wezet 2

Macierz frontalna dla eliminowania wezta 2 pozostaje zebrana z frontow
niezakonczonych 1, 2. Na kroku podanym nowe elementy skonczone juz
nie beda dostarczane.

incomplete front #1

5|
4 |X
2 X

X
XX

e

5(|X
2

X
XX

incomplete front #2
5[x /
X

frontal matrix

4 XX
6 XXX
2

5 (X /‘61

incomplete front #5

5

> XX
> X
>

XX XX
~Na

2 Xxxx|
fully assembled
and deciomposed
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Eliminujemy wezet 6

W @

3) @

Macierz frontalna dla eliminowania wezla 6 pozostaje zebrana z frontéw
niezakonczonych 4, 5. Na kroku podanym nowe elementy skonczone juz
nie beda dostarczane.

incomplete front #5

5
4
6

5
8
6

X
XX
XXX

X
X

ey

incomplete front #4
- /
X X

5
4
8
6

5 |x
frontal matrix 4 XX
8 @@ ®|@
X X 4 5 .6 o 5 6
i 5 6 . @
™ gy W .

incomplete front #6

fully assembled
and deciomposed
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Eliminujemy wezty 8, 4, 5

Macierz frontalna dla eliminowania weziéw 8, 4, 5 pozostaje zebrana z
frontéw niezakonczonych 6, 3. Na kroku podanym nowe elementy
skonczone juz nie bedg dostarczane.

incomplete front #6

5
4
8

5
4
8

X
XX
XX

X

ey,

X

X

incomplete front #3
X /
X X

frontal matrix

5
4
8

X
XX
XXX

\gxx
8

X

XXX

fully assembled
and deciomposed

©
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Struktura danych ,,Deskryptor procesu’:

(o) |

{0
RNIE

7 3

FofiioNiE

o |

Joflbe 6

Elimina | Elimina | List of List  of List of
tion ted frontal previous | assembling
step node nodes fronts FE
1 1 54,2,1 |- 1

2 3 56,2,3 |- 2

3 7 54,8,7 |- 3

4 9 58,6,9 |- 4

5 2 54,6,2 1,2

6 6 54,8,6 |54

7 8 54,8 6,3

8 4 5,4 7

9 5 5 8

Puc. 2. Struktura poziomow
drzewa frontéw

» Uporzadkowanie drzewa frontalnego z celg zmniejszenia objetosci danych
dla przechowywania niezakonczonych frontéw

> Laczenie frontéw sekwencyjnych powoduje zwiekszenie rozmiaru bloku
rownan kompletnie zebranych — klucz do podniesienia wydajnosci przy

faktoryzacji. Optymalny rozmiar bloku: M =60 - 80 .



» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgodnie kolejnosci
eliminowania weztéw




» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgodnie kolejnosci
eliminowania weztéw




» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgodnie kolejnosci
eliminowania weztéw




» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgodnie kolejnosci
eliminowania weztéw




» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgodnie kolejnosci
eliminowania weztéw




» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgodnie kolejnosci
eliminowania weztéw




» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgodnie kolejnosci
eliminowania weztéw




Blokowa faktoryzacja Choleskiego w macierzy frontalnej

||
*
L

1. D=L-I;-L" > LI,
2. Wi=L-I,:-W > W
3. C=C+W:I,-W 5>C=C-W-I,-W



Symetryczny schemat przechowywania:

Poniewaz kolejnos¢ lokalnego numerowania weztow jest odwrotng do numerowania
globalnego Perm, blok kompletnie zebranych réwnan jest umieszczony w doinej
czesci macierzy — unikamy wolnej procedury kopiowania elementéw bloku C przy
modyfikowaniu

[ N AN
~¢

W L

Bufor dla kompletnie zebranej i Niezakonczony front
sfaktoryzowanej czesci macierzy



Faktoryzacja macierzy frontalnej: C=C-W.- I ‘W7

// Pack W
#pragma omp parallel for private(ib, jb) scheduler(dynamic)
for(jb=0; jb < Nb; jb+ +)

{
/IPack W
for(ib = jb;ib < Nb;ib+ +)
{
éib,jb = éib,jb - wajz
}
}

Symetryczny schemat przechowywania wymaga utrzymywaé w pamieci RAM
dla kazdej macierzy frontalnej ~N?%/2 elementéw zamiast N2 . Jednak
uniemozliwia to zastosowanie procedur wysokiej wydajnosci DGEMM,
DSYRK z bibliotek BLAS, Intel MKL, IMSL,..., ktérzy wymagajg ogolnego
schematu przechowywania nawet dla macierzy symetrycznych.
Rozwigzanie: stworzy¢ swoi wlasne procedury wysokiej wydajnosci.



Cache blocking and register’s blocking:

c b, W
A Mr
é nr
N 2 "= lb “I IIII
I

WT

N

Dzielimy macierzy na bloki:
Grube linie — cache blocking, cienkie — register’s blocking m xn,



Pakowanie danych dla blokéw macierzy z celg minimalizowania cache
misses:

n S
—'s s
%2 % s
[ ]

s =
M

A
A 4

I

i

b Ib
AT
Cib,jo Wiy Wi
Blokowanie of XMM rejestréw (platforma Intel 64) i rozwijanie petli
wewnetrznej:
nt 0 €
| J "é[
i K| s o—onl'o—e




Wyniki:

Komputer: Intel® Core™2 Quad CPU Q6600 @2.40 GHz, RAM DDR2 800 MHz 8
GB

1. Test dla macierzy gestej (N = 4 800, rozmiar bloku kompletnie zebranych

rownan M = 48). Cel: oszacowanie wydajnosci i skalowalnosci faktoryzacji
macierzy frontalnej

Performance of factoring of frontal matrix (blocking of XMM registers, cache blocking,
pack of data...)

Platform 1a32 Intel 64 (x64)

Number of |1 2 3 4 1 2 3 4

Processors

MELOPS 14 459 8 395 11 567 114299 15526 10437 114559 118151

S=T,/T, 1 1.88 2.59 3.21 1 1.89 2.63 3.28
Performance of factoring of frontal matrix (cache blocking only)

Platform 1232 Intel 64 (x64)

Number of |1 2 3 4 1 2 3 4

Processors

MELOPS 11575 3 100 4519 5231 1 587 3120 4 599 5513

S.=T,/T, 1 1.97 2.87 3.32 1 1.97 2.90 3.47




2. Plyta kwadratowa z siatka 400400 (964 794 réwnan)

Numerical factoring of the stiffness matrix, s

ANSYS 11.0 — multifrontalna metoda klasyczna

BSMFM: Blokowa multifrontalna metoda podkonstrukcji

Number of Platform ia32 Platform Intel 64
processors ANSYS 11.0 BSMFM BSMFM

1 221 117 86

2 176 90 60

4 159 78 51

3. Plyta kwadratowa z siatka 800800 (3 849 594 réwnan)

Numerical factoring of the stiffness matrix, s

Number of Platform ia32 Platform Intel 64
processors ANSYS 11.0 BSMFM BSMFM

1 Insufficient RAM 978 888

2 Insufficient RAM /68 551

4 Insufficient RAM 670 460




4. Model MES budynku wielopietrowego (1 956 634 réwnan)

PARDISO
(Intel MKL):

Insufficient RAM
(8 GB)

on platforms ia32,
Intel 64

BSMFM
on 4 processors:

la32 :443s
Intel 64: 413 s

Size of factored
stiffness matrix:
7.2 GB




5. Zadanie interakcji grunt-budynek (2 763 181 réwnan), rozmiar macierzy
sfaktoryzowanej - 14 GB

| a® act@Ee

(@] DA\SDATA\Exsamples-Scad\sfa\Ocrep PC 34 MC2 36K3.5PR

T~ (SRH B (RN

-4 =@-0-@)

|E e o

\Yanoe 469882 SnemexToB545837 (0.3 fps)GeForce 8800 GTS/PCI/SSE2 NVIDIA Corporation 2.1.2




BSMFM, platform Intel 64, 4 processors: duration of numerical factoring is
1157s (19m 17s)

SDATA\Exsamples-Scad\sfa\Ocrep PC 34

®aq | Qets)s DA EGhn @ @E N (A r —F—

3d B

Underground part of structure



Rozwiniecie blokowej multifrontalnej metody podkonstrukcji

v 2002 : wersja nie blokowa, LU faktoryzacja macierzy frontalnej wierz — po -
wiersze (Robot Millennium , SCAD v. 31)

v 2004 — 2008: cache blocking only, brakuje tgczenie blokéw kompletnie
zebranych rownan, LSLT faktoryzacja macierzy frontalnej (SCAD v. 31, v 11)

v 2009 : wektoryzowanie, XMM register’s blocking, cache blocking, pakowanie
danych, wielowagtkowos¢ (SCAD v. 11.3)

Test: cube 50x50%50, objetosciowe elementy skonczone, 397 941 réwnan

Duration of numerical factoring, s Duration of numerical factoring on
single processor, s

Version, | Platform | Number of processors

year 1 2 4 o

2002 1a32 4 520 — — , OcHosHo .\ 2002
2004 !832 2 000 — — g gz:zz:z: m v 2004-2008
2008 232 | 2000 | 1142 | 684 | 5o 2009 32

2009 1232 827 004 365 § OchosHo

N v 2009 Intel 64

2009 |nte| 64 584 322 213 & OcHoBHOM

% v 2009 Intel 64 4 proc

OcHogHoW # ANSYS 11.0 ia32

OCHOBHOMN -

OCHOBHOM -
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