Rozwigzanie uktadéw rownan
liniowych algebraicznych z
macierzg gesta

> Faktoryzacja macierzy
» LU faktoryzacja macierzy symetrycznej
> LL' faktoryzacja macierzy symetrycznej dodatnio okreslonej

> Blokowa LL' faktoryzacja macierzy symetrycznej dodatnio okreslonej



Test Gauss

Rozmiar zagadnienia: 2 400 rownan

Charakterystyki komputera:
Procesor — Intel® Core™?2 Quad CPU Q6600 @2.40 GHz
Cache - L1:32KB, L2:4096 KB
Pamiec¢: DDR2 800 MHz 4 GB

Metoda FLOP Wydajnosé¢, MFlops
Gauss (LU), wiersz po wiersze 577

Gauss (LU), kolumna po kolumnie
Cholesky (LL"), wiersz po wiersze
Cholesky (LL"), kolumna po kolumnie
Block Cholesky (block 6)

Block Cholesky (block 12)

Block Cholesky (block 24)

Block Cholesky (block 48)

Block Cholesky (block 96)
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Porownywanie wydajnosci dla réznych metod faktoryzacji
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/ == Block Choleski
/ =M= Gauss, row wise

/ ==k= Choleski, row wise
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Rozmiar bloku
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> Pytanie: dla czego przy takiej samej ilosci operacji zmiennoprzecinkowych rézne
metody demonstrujg rozng wydajnos¢ ?

> Dla odpowiedzi na to pytanie rozwazymy te algorytmy.

> Faktoryzacja macierzy — to jest rozktad macierzy na trojkatne mnozniki
macierzowe. Jest zastosowana przy rozwigzani uktadow réwnan liniowych
algebraicznych metodami bezposrednimi.

» Metody bezposrednie - to sg takie metody, ktére doprowadzajg do rozwigzania
doktadnego (w arytmetyce doktadnej) za skonczong ilo$¢ operaciji.

» Cecha ta podstawowo rozni ich od metod iteracyjnych, ktére doprowadzaja do

rozwigzania przyblizonego, przy czym ilos¢ operacji dla metod iteracyjnych nie
jest przewidywana.
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Algorytm rozwigzywania ukladu rownan liniowych
algebraicznych

Ax=Db

sklada si¢ z etapow:

1. Faktoryzacja macierzy: A=L-U;, or A=L- |
2. Podstawienie bezposrednie: [,Ux =b —> Ly =b— y
—_—
y
3. Podstawienie wsteczne Ux = y—>X

Ztozonos¢ obliczeniowa dla macierzy symetrycznej:

Faktoryzacja — O(n3/3) FLOP;
Podstawienia bezposrednie i wsteczne - O(n?) FLOP



Podstawienie bezposrednie:

/211 0 0" /yﬂ (bl\
Ay Ay 0 ||y =] b

A A A\ )\ G
v, =b /A,

A +Any, =b, =y, = (b ﬂ“zlyl)/ﬂ“

Ay + Ay, + Ay, =by = yy = (b — A - 132)’2)//133

k-1
Vi = (bk — Z/Ik,sysj/ﬂ“k,k
s=1



Podstawienie bezposrednie:




Podstawienie wsteczne:

(wy, uy, 24,5 ) (2 ) (v )
O Uy, Uy |0 X [= Vo2
O O Uzz ] \ X3/ V3

U33 X3 = V3 —> X3

U p X, T U,3X3 = VYV, — X))
U X, tu,x, +u;x; =y, — X4

X — | Vi — § :uk,sxs U, i



Podstawienie wsteczne:
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Przykiad LU faktoryzacji dla macierzy

all al?. a13
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Naszym zadaniem jest odnalezienie U, L;, AlY).
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L = U, AD = a, a,
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symetrycznej

j Krok k= 1



Drugi krok k = 2: powtarzamy ta sama procedure z macierzg A1) o rozmiarze
n-1.

a, dp a,, 1 0 0 Uy, Uy u,
dy Ay Ay | L, 1 0 0 uy U,
anl an2 ann lnl ln2 1 O O unn

A=L-U



Algorytm LU dla macierzy symetrycznej: FLOP =0(n3/3)

k=12,....,n
pivi=1.0/a,,

i=k+1,...,n

piv=a,, -pil; Ik, =a,,/la,

J=1,...,n

a,; =a, — Ay a;,
end j loop
end i loop

end k loop



Przyktad LL' faktoryzacji dla macierzy symetrycznej dodatnio
okreslonej:

x Ax>0, VxeR

Zagadnienie wartosci wtasnych:

Av,=\v,, ielln][0<h <k, <<, |
A=L-L'
dy ap a, I, O 0 L 1, L,
ay Ay a,, _ Ly 1 0 0 [, L,
anl anZ ann an ln2 lnn O O Znn

a,, =,
a, =l > Ly=a,/l, a,=ll,+1,b, — [,==" ] e
22
a =11 +1.1 +..+1> — | =\/a y L—
nn nl®1n n2"2n ce nn nn nn nl s n,n—1
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Przyktad LL’ faktoryzacji dla macierzy symetrycznej nieokreslonej:

Zagadnienie wartosci wiasnych:

Av,=\v, iell,n] (I, <0, A, <k, <.<h, |
A=L-S-L’, S - diagonal znakéw.
o4, Ly 0 0 si 0 03 (4 Iy In
Ayn | Ly Ly 0 0 s, 0 0 7, L,
a, [, 1, [ J{o o : s )0 O : [

an2

2
a,=1ls, — [,=4a,s5, —>s==%1

a, =bLls,—> 1, = a2151/1119

a, =l.s,—> [, = an1S1/1119

=11

nl”1n

2
s;+1 0 s+ .+ s

w4

2
» =l +12252 - [, = \/(azz =138, )92 — s, ==l

a,=1l,s,+1.l,s, — [|,= e ,

_ 2 2
- \/(ann T lnlSl e Zn,n—lsn—l
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Algorytm LLT

[ =

11

end

Vall

i=2,..

N

j=12,...,i-1

S =0.0;

k=1,2,...,j-1
§=8+a,,-a,

end k loop

l :(a[’j—S) a. .

i,j J.J?

end j loop

S=0.0;

k=1,2,...,i—1
§S=8+a,, - a,;

end k loop

li,i R VAR -5 //lzz =

i loop

FLOP =0(n3/3)




LU LLT
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Odczyt: 2 (ay — szybki, a; — wolny)

Odczyt: 2 (a;— wolny, a,; — szybki)
s -jest umieszczone w rejestrze

Zapis: 1 (a; — wolny)

Algorytm Choleskiego (LLT) w petle wewnetrznej zawiera o 1 przesytanie
mniej od algorytmu Gaussa (LU) i ma tylko jeden wolny odczyt! (Dla tego

i dziata szybszej).
16
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Umieszczenie danych w pamieci

LU
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LLT

(1

2 3
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7 8 9 10
11 12 13 14
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Metoda blokowa LLT

M

Muop
1. A=L-L'

2. W =LW4+0.I = LW =W =

3. M=W-W'+M, - I=M,, ,=M-W-W'

~

Dopetnienie Schura: M, ,, =M -\
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Metoda blokowa LLT FLOP =0(n3/3)

» Podzial na bloki nadaje mozliwos¢ na drugim i trzecim etapach utrzymacé
poziom BLAS-Ill — zastgpi¢ procedury mnozenia macierzy przez wektor
(BLAS-I — BLAS - Il) procedurami mnozenia macierzy przez macierz.

Wynik kolejnego kroku:

A

S Powtarzajac ta

- ~ procedure dla
podmacierzy My,qp;
dokonujemy faktoryzacje
/ macierzy

Mmoo
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