Macierzy rzadkie symetryczne

> Istnieje wielu probleméw technicznych i naukowych, w ktory ch
zastosowanie formalizacji matematycznej doprowadzi do dziata n nad
macierzami rzadkimi  symetrycznymi. To s g zadania mechaniki,
hydromechaniki, elektromagnetyzmu, fizyki j  gdra atomowego, modelowanie

roznych systemow ekologicznych, ... . Zwykie w takich zadaniach pow stajq
macierzy rzadkie o du zym rozmiarze — setki tysi gce i miliony rowna A.

» Rzadkimi nazywamy takie macierzy, wielu elementow ktorych s a réwne
do zera. Dziatania nad takimi macierzami wymagaj g opracowania
specjalnych struktur danych, ktore nadaj g mozliwo ¢ obejsé operacji nad
elementami zerowymi. To istotnie podnosi wydajno  $¢ oblicze n i zmniejsza
zapotrzebowanie na pami ¢ giéwn a.

» Podstawowe dziatania nad macierzami rzadkimi:
O mnozenie macierzy przez wektor
o faktoryzacja macierzy
O proste | wsteczne podstawienia



> Typowymi przykladami, w ktorych powstaj g macierzy rzadkie - to s a
przyktady z mechaniki konstrukcji
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» Rozwazymy przykiad modelu obliczeniowego — ramy ptaskiej. Model
skiada si e z pretow i w eziébw. Na rysunku s g podane numery w eztéw, ktore
uzytkownik wprowadzi w sposob losowy

» Stad wynika, ze dla tego samego modelu obliczeniowego mo  zliwe w
rozne sposoby przenumerowa ¢ wezly. Jak wida € z portretbw macierzy,

przedstawionych pod ka zdym schematem obliczeniowym, poto zenie
elementow niezerowych w macierzy zale zy od sposobu numeraciji.

> Portretem macierzy b edziemy nazywali schemat poto zen elementow
niezerowych, ktory oznaczymy jako ,x”. Elementy na gldbwne] diago nali
zwykle s g r0zne od zera (zerowe elementy na gtownej diagonali najcz  esciej
sg skutkami bt edow modelu obliczeniowego). Dla utatwienia pobrania
numeru wiersza lub kolumny macierzy elementy na gtowne) diag onali
oznaczamyjako 1, 2, ..., N .

> Bedziemy uwa zali, ze kazdy wezet zawiera tylko jedno rownanie. To
pozwoli nam wprowadzi € uproszczenie w rozwa zanie materialu bez utraty
generalno sci. Jesli kazdy wezel zawiera n rownan, to kazdy element
macierzy nale zy potraktowa € jako blok macierzowy — g esta podmacierz o
rozmiarze n X n — trzeba zast gpi¢ kazdy element odpowiednim blokiem, co
nie zmienia rozwa zania generalnego i wnioskow ostatecznych.



» Struktura rzadka dla ka zdej macierzy wynika z tego, ze kazdy element
macierzy o indeksach 1i,) powstaje przy t 3gczeniu pretem (elementem
sko nhczonym) w eztow i, j. Je Sli topologia konstrukcji jest taka, ze wezty k, m
nie sg tgczone zadnym elementem sko nAczonym, to element macierzy o

indeksach k,m b edzie zerowym.

> Portret macierzy istotnie zale zy od sposobu numeracji w eziow, i dla
macierzy symetrycznej jej struktura (portret) mo ze byé przedstawiona
grafem nieskierowanym G(X, E), gdzie X — zbior wierzchotkéw, E — zbior
kraw edzi grafu. W tym grafie wierzchotki reprezentuj g wezty modelu
obliczeniowego, a kraw edzi — prety (elementy sko Aczone). Dla macierzy
rzadkiej kolumny albo wierszy (numery réwna N) sg przedstawione
wierzchotkami grafu, a elementy niezerowe — kraw  edziami grafu.

> Przejscie od jednego uktadu numeracjiw ezitow do drugiego mo zna
przedstawi € jako procedura renumeraciji. Na przyktad, b  edziemy uwa zali,
ze pierwszy uktad numeracji (przyktad) jest pocz  gtkowym. Wtedy drugi
uktad mo zna przedstawi ¢ jako now g numeracje (kolor czerwony na drugim
grafie), i macierz w nowym uktadzie jest tworzona tak: na pierwszym
miejscu stoi wierzchotek 3, na drugim — wierzchotek 4, trzecim -2, ... .
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Przejscie od jednego uktadu numeracji do drugiego mo  zna przedstawi ¢ w
postaci matematycznej przez tablice permutacyjn g (permutation array):

old_number = Perm[new_number]

Dla przykitadu podanego: Perm = (3 4 2 51 6)
old_number = Perm[new_number] 3 4 2 5 1
new_number 1 2 3 4 5

> Przetworzenie macierzy uktadu réwna A liniowych algebraicznych przy
zmianie numeracji niewiadomych nazywa si e permutacjami. Operatorem
tego przetwarzania jest macierz permutacji P — kwadrato =~ wa macierz o
rozmiarze N x N (N —ilo$¢ rowna n), kazda kolumna i ka zdy wiersz ktorej
zawieraj g tylko jedn g jedynk e, reszta elementéw s g zera, P™-P =1,

B = PT-A-P, gdzie A — macierz o podanej numeracji, B — macierz o nowej
numeraciji, P — macierz permutacji.



» Podany przykiad:

>

11120 0 0 O
212223 0 250
0323334 0 0
0 04344450
0 52 0 54 5556
0O O O 0 6566

000010
001000
100000
010000
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100000
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000010
000001

B:= PTE\[EP

B=

Obliczenia wysokiej wydajnosci
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» Nazywamy dwa w ezly (wierzchotki) grafa s asiednimi, je sli

{x,y}OE

> Jesli Y [1 X , tosasiedni (przylegly) zbiordla Y jest

Adi(Y)={ xOX-Y{x y}OE da yOY}

> Przykiad:
(0 y={4,6}0Y0X
“adi(Y)={ x={35}0% -Y[ x, y }0E]}
Adj(Y) 9



» Struktura przylegto $ci grafu — to jest lista wierzchotkow przylegtych dla
kazdego wierzchotku grafa:

1 2
o o 2 1,3,5
3 2,4
o o 4 3,5
5 2,4,6
()—(& A
Pozycja 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 |11 |12 |13
Lista wierzchotkow 1 I AIB 5 i A 4 Ii A 5 ;I R 4 6 l A I NP
Wskaznik pozycji 1T AN L2 3 :
Numer wierzchotku L % 3 N D b

> Sciezka od wierzchotku x do wierzchotku y diugo  $cig L jest zbior
uporz gdkowany z L+1 r0 znych wierzchotkow

(X, X5 X 0g)y Xy OAdi(x),  1sisL

Obliczenia wysokiej wydajnosci w8




» Odlegto scig d(x,y) pomi edzy dwoma wierzchotkami grafu spéjnego

G =(X,E)

jest dlugo $¢ najkrotsze) Sciezki, ktora t gczy te wierzchotki. Graf spojny — to
taki graf, dla ktorego ka zda para wierzchotkdw jestt gczong przynajmniejjedn g
sciezkaq.

Graf nie spojny; sklada si e z dwoch
sktadowych, ka zda z ktorych jest
grafem spojnym

Graf spojny



»  Mimo $rod wierzchotku x: | (X) = max{d(x, y)\y ] X}

Trzeba odnale z¢€ taki wierzchotek y grafu, ze odlegto $¢€ d(x, y) dla podanego
wierzchotku x bedzie najwi ekszq.

> Srednicagratu-  O(G) = max{l (})x 0 X} = max{d(x, y)|x, yO X}
Trzeba odnale z¢ taki wierzchotek x grafu, ktory ma najwi  ekszy mimo $rod [(x).

> Wierzchotek (w ezet) peryferyjny — to taki wierzchotek, mimo  $rdd ktérego
jest rowny srednic e grafu.

1(x) = 3(G)



»  Struktura poziomow grafu z korzeniemw w  ezle pseudo peryferyjnym:
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» Dla macierzy rzadkich ilo $¢ elementow niezerowych po faktoryzacji
istotnie zale zy od sposobu uporz agdkowania rowna n:
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Zapetnienie -
(fill in) —
niezerowy
element
macierzy
sfaktoryzowa-
nej, ktory
powstaje na
pozycji
zerowego
elementu
macierzy
zrodtowe)
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I. Reordering methods

£ AetanbHelM BHA - E:SDATAMEXamplesiSeismiVetrovaApril_Sis_.SPR

19 409 nodes, 19 456 finite elements and 115 362 equations

Obliczenia wysokiej wydajnosci w8 14
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No reordering - 3 741 Mb RCM -1618 Mb

Obliczenia wysokiej wydajnosci w8 15



Sloan -1 386 Mb PSM+MMD - 345 Mb

Obliczenia wysokiej wydajnosci w8 16



ND - 644 Mb QMD, MMD - 209 (191) Mb

Obliczenia wysokiej wydajnosci w8 17
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Multilevel Reordering— 193 Mb
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Reordering Method

Nonzero entries in

Size of factorized

factorized matrix matrix, Mb

No reordering 490 366 701 3741
RCM 212 143 113 1618
Sloan 181 750 005 1 386
PSM+MMD 45 281 385 345
ND 84 522 753 644
QMD 27 501 777 209
MMD 25142 373 191

Multilevel Reordering 25 341 381 193

Obliczenia wysokiej wydajnosci w8




Sposoby przechowywania
macierzy rzadkich

» Chocza macierzy g este nie s @ macierzami rzadkimi, zaczniemy od
sposobOw przechowywania macierzy g  estych.

1. Macierz g esta niesymetryczna

(1 2 3 4) (1 5 9 13)
5 6 7 8 2 6 10 14
9 10 11 12 3 7 11 15
|13 14 15 16, 4 8 12 16,

Wiersz po wiersze Kolumna po kolumnie



2. Macierz g esta symetryczna dolny trojk  at

1 A 1 h
2 3 2 5

4 5 6 3 6 8

./ 8 9 10/ 4 7 9 10/

Wiersz po wiersze Kolumna po kolumnie



3. Sposob profilowy —dolnacz esé, wiersz po wiersze
d, d.
ay dz 1 d2
% 0 d, 2 3 d,
a; 0 d, 4 5 d,
Ay ds 6 d5
A 9 de 7 8 de
a, 0 &, 4 9 10 11 d,
8 8 Uy 12 13 d,
8y g Uy 14 15 d,
le le
Struktura macierzy
pos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Space[i] [a21 ga3l1 (O Ia4% 0 ab4 ga64 |a65 ga74 |0 a76 ga86 |(a87 Ia97 a98 IO
N
Posi] |11 (1> >~ (4l |6 7|7 “lo -T2 {12 |16 |16
Diag[ij |d1 [d2 |[d3 |d4 [d5 @6 fd7 @8 @9 (10
i 1 2 3 |4 |5 |6 7 8 |9 10

Dost ep do elementow macierzy: afij] — przy i >j pos =P

os[i+1] - (i-)); przy j > i — pobra ¢ a[ji] = a]ij]

Obliczenia wysokiej wydajnosci
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4. Sposob profilowy —dolnacz esé€, kolumna po kolumnie

d, d,
a21 d2 1 d2
a, 0 d, 2 3 d,
a, 0 d, 4 5 d,

a54 d5 6 d5

a64 a65 d6 7 9 d6

a, 0 a, d, 8 10 11 d,

a86 a87 d8 12 13 d8
ay, 8y Uy 14 15 d,
le le
Struktura macierzy
pos 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Space[i] [(a21 (a31 O a42 §o0 ab4 |a64 |a74 ja65 |0 a’6 |(a86 Ja87 |a97 ja98 Jo
Pos|i] 1 3 5 6 9 11 (13 (15 (16 (16
Diag([i] di (d2 |d3 |d4 |d5 ©d6 d7 g8 @9 @10
[ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Obliczenia wysokiej wydajnosci w8 23




5. Macierzy rzadkie — dolna cz esé€, wiersz po wiersze

d, d,
Ay dz 1 d2
Az d3 2 d3
a, d, 3 d,
A Ay ds 4 5 d5
Ags d6 6 d6

Struktura macierzy zrodtowej (dla mno zenia przez wektor)

pOS 1 2 3 4 5 6 7
jnd[i] 1 2 3 2 4 5
Space[i] |a21 ja32 ja43 ja52 |[ab54 ja65
Posli] 1 1 2 3 4 6 7

Diagli] |d1 |d2 [d3 |d4 [d5 {6
i 1 |2 |3 |4 |5 |6

Dost ep do elementow macierzy: dla danego i pos=Pos]i],

...,Pos[i+1]-1, j = jnd[pos]; alij] =
Space[pos]; (j<1)

Obliczenia wysokiej wydajnosci w8



6. Macierzy rzadkie — dolna cz esé¢, kolumna po kolumnie

d, d,
a, d, 14,
a; 2 0,
w G, 4 4,
As; a, s 3 5 0,
8 g 6 d,

Struktura macierzy zrodtowej (dla mno zenia przez wektor)

pOS 1 2 3 4 5 6 7
ind[i] 2 3 5 4 5 6
Space[i] |a21 ja32 |a52 jad43 ja54 ja65
Posli] 1 2 4 5 6 7 7

Diag[ii |d1 [d2 [d3 |d4 |d5 (6
j 1 |2 |3 |4 |5 |6

Dost ep do elementow macierzy: dla danegoj pos=Pos][j], ...,Pos[j+1]-1, i = ind[pos]; a[ij] =
Space[pos]; (i>])

Obliczenia wysokiej wydajnosci w8



7. Macierzy rzadkie — dolna cz esé, kolumna po kolumnie, macierz
sfaktoryzowana, zapetnienie a .,

d, d,
Ay dz 1 d2
Ay d3 2 d3
a, d, 4 d,
as, 553 A, ds 3 ° 6 d5
8g; o 7 dg
Struktura macierzy sfaktoryzowanej
pos 1 2 3 4 5 6 7 8
ind[i] 2 3 5 4 5 5 6
Space[i] (a2l |a32 |a52 |a43 [a53 |ab54 |a65
Posi] 1 2 4 6 7 8 8
Diag[i] di [d2 [d3 |d4 (d5 06
i 1 2 3 4 5 6

Obliczenia wysokiej wydajnosci w8



