Metody uporzadkowania

» W trakcie faktoryzacji macierzy rzadkiej ilos¢ zapetnieni istotnie zalezy
od sposobu numeracji réwnan. Powstaje problem odnalezienia takiej
numeracji, przy ktorej ilos¢ zapetnieni bedzie minimalng.

» Koszt obliczeniowy odnalezienia numeracji optymalne] nie ustepuje
kosztowi faktoryzacji macierzy rzadkiej przy braku uporzadkowania. Dla tego
na praktyce nie uzywaja optymalizacji scislej, tylko algorytmy heurystyczne.
»  Skutki tego:

o Istnieje dos¢ duzo réznych algorytmow heurystycznych

o zaden z nich nie doprowadzi do rozwigzania optymalnego, tylko do
lepszego lub gorszego przyblizenia do rozwigzania optymalnego

o dla kazdego podanego problemu z goéry nie jasne, ktoéry algorytm
heurystyczny bedzie najlepszym



» Rozwazymy dwa zupetnie réznych algorytmy uporzadkowania: metoda
wlozonych przekrojow (nested dissection method - ND) i algorytm
minimalnego stopnia (minimum degrees algorithm - MDA).

Metoda witozonych przekrojow (nested dissection
method)

» Jest dany spéjny graf G(X,E). Zbiér weztéw S tworzy separator. To
oznacza, ze usuniecie tych wezléw z grafa powoduje rozdzielenie grafa G na
dwa lub wiecej spdéjnych podgrafow G1, G2, ... .

ldea metody

1. Tworzymy strukture poziomoéw z korzeniem w pseudo peryferyjnym
wierzchotku. Ustawiamy i =1 (i —biezgcy numer separatora).

2. Zbioér wierzchotkdéw, ktéry znajduje sie na poziomie srodkowym struktury
poziomow, zaznaczamy jako separator S;, jesli ilos¢ pozioméw Nlvl > 2, |
zapisujemy te wierzchotki w tablice permutacji Perm. Jesli Nlvl £ 2, caly
podgraf traktujemy jako nierozdzielny i zapisujemy w Perm. Nlvl — liczba
poziomow.



3. Usuwamy zbiér S, z grafu, graf pozostaje rozdzielony na podgrafy. i++ .

4. Dla kazdego z podgraféw tworzymy strukture pozioméw z korzeniem w
pseudo peryferyjnym wierzchotku i przechodzimy do punktu 2.

5. Algorytm renumeracji bedzie przerwany, kiedy wszystkie wierzchofki
pozostana przenumerowane.

» Na kazdym kroku podziatu graf pozostaje rozdzielony na dwa (lub kilka)
mniej-wiecej rownowazne podgrafy dla tego ze separatory sg wybrane z
poziomu srodkowego. Dla tego ta metode nazywajg metoda rekursywnych
bisekcji.




» Przyktad: rama ptaska




Etapy wprowadzenie separatoréw na grafie

—
O

®

Odpowiednie struktury poziomoéw

’@_@{0—@) -L{@_@ q

-

© &




Kolejnos¢ numeracji — tablica Perm[newNode] = oldNode
» Separatory: 5;,=9,5; S,=3;

» Wierzchotki pozostate (nierozdzielne) w kolejnosci ich powstania: 1, 2;
4, 6; 7, 8

» Zapisujemy w tablice Perm w odwrotnej kolejnosci wierzchotki pozostatle, a
pozniej — separatory (tez w odwrotnej kolejnosci): Perm = (7, 8, 6, 4, 1, 2, 3,

9, 5);
7 X

X 8 X X
§) X X X
4 X
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X X X
X X 3 # #
4 X — niezerowy element X X # 9 #
# - zapetnienie X X X X # # 5§
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Algorytm minimalnego stopnia (minimum
degrees algorithm)

Eliminacje Gaussa na grafie spojnosci (twierdzenie
D. J. Rose)

Zeby wyeliminowaé wierzchotek x z grafu (réwnanie o numerze x z macierzy),
trzeba:

1. Usunaé¢ ten wierzchotek z grafu, przy tym odcigé wszystkie krawedzi,
ktéore wychodza z tego wierzchotku

2. Doda¢ do grafu krawedzi tak, zeby wierzchotki z Adj(x) byli w grafie
przetworzonym przylegtymi po param.



» Stopien wierzchotku jest rowny ilosci przylegtych wierzchotkéw. W
trakcie faktoryzacji stopien wierzchotku moze ulegng¢ zmianie.

ldea algorytmu minimalnego stopnia:

na kazdym kroku eliminacji wykluczajmy wierzcholek, stopien ktérego jest

minimalny
dll
d22
d33
X X X
d, X X
X d,, z
X 7 dg
X 7z z

Jesli w wiersze wiodacym (pierwszy wiersz w
przyktadzie) iloS¢ niezerowych elementéw (x) jest
najmniejsza, to prawdopodobienstwo powstania
zapetnieni (z) w macierzy jest minimalna. Z tego |
wynika idea eliminacji na kazdym kroku réwnania,
ktore zawiera minimalng ilosé elementow
niezerowych (na grafie to odpowiada wykluczeniu
wierzchotka, z ktérego wychodzi minimalna ilos¢é

krawedzi. Oznacza to, ze ten wierzchotek ma
minimalng ilos¢é wierzchotkéw przylegtych).
Krawedz na grafie odpowiada niezerowemu

elementowi macierzy.



Algorytm:
. Znajdujemy wierzcholek, stopien ktérego jest minimalny.

. Przestawiamy wiersze i kolumny macierzy tak, zeby z gory sie okazato
rownanie dla wierzchotku z minimalnym stopniem.

. Eliminujemy to réwnanie i ponownie wyznaczamy stopni pozostatych
wierzchotkow. (W trakcie eliminacji stopni wierzchotkbw moga byc¢
zmienione)

. Przechodzimy do p. 1.

Dla macierzy realnych nigdy nie przestawiamy wiersze i kolumny
macierzy. To jest bardzo pracochtonna procedura.

Zamiast tego uzywamy faktoryzacje symboliczng, ktéra na podstawie
operacji na grafie przylegtosci nadaje mozliwos¢ przesledzi¢ caty proces
faktoryzacji bez wykonania obliczen wartosci elementéw macierzy.
Wynikiem tej procedury jest polozenie niezerowych elementéw macierzy
sfaktoryzowanej.



Symboliczna faktoryzacja nadaje mozliwos¢ dla algorytmu minimalnego
stopnia ustalic kolejnos¢ eliminowania wierzchotkéw, nie rozkitadajac
macierzy faktycznie

Wyznaczy€ ilos¢ zapeinieni dla dowolne] metody uporzadkowania, nie
rozktadajac macierzy faktycznie.

To jest bardzo szybka procedura, ktéora nadaje mozliwos¢ w krotki okres
czasu sprawdzi¢ kilka réznych algorytmow uporzadkowania i wybrac ten,
ktory dla podanej macierzy doprowadzi do mniejszej ilosci zapetnieni.

Przyktad — SCAD lub SOLVER



1. Initial graph 3. Elimination of vertex 2
fill-inn

2. Elimination of vertexes 1,4, 7 4. Elimination of vertex 3
5 6 7

OmOmuO
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5. Elimination of vertex 6 6. Elimination of vertex 9

8 X — niezerowy element
Perm: 1, 4, 7, 2, 3, 6, 9, 5, 8 # - zapetnienie
1 X
Factor-graph 4 X
o 6 7 7 X
o o o X 2 X X
! 4 X X #
o e 3 X 6 X X
o o @ X 9 # X
X X # X # 5 X
X X X 8

2
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» Algorytm minimalnego stopnia jest zbyt , krétkowzroczny” - ma dobre
przewidywanie dla stosownie nie wielu krokéw faktoryzacii.

» Metoda witozonych przekrojow - zbyt ,dalekowzroczna” - stabe
przewidywanie bliskich krokow faktoryzaciji.

» Algorytm minimalnego stopnia nie spetnia wymogi load balance.

» Na podstawie doswiadczenia byto wykryto, ze lepsze wyniki dla
dowolnego uporzadkowania udaje sie najczesciej uzyska¢€, jesli uzywac graf
zgrubiony (coarse graph) zamiast grafu szczegodlnego. Jednym z podejsé
naturalnych jest uzycie grafu dla weziébw modelu obliczeniowego zamiast
grafu dla réwnan, wychodzac z tego, ze w kazdym wezle istnieje grupa
rownan.

» Uporzadkowanie hybrydowe - proba pojednaé zalety algorytmu
minimalnego stopnia i metody wtozonych przekrojow. Jesli do tego dotozy¢
zgrubienie grafa — powstaje uporzgdkowanie wielopoziomowe hybrydowe.
Jednym z takich podejs¢ jest METIS.



ldea
. Zgrubiamy podany graf przylegtosci

. Na grafie zgrubionym wykonujemy 2" krokoéw bisekcji rekursywnych
metoda wtozonych przekrojow (n jest wartos¢ stosownie nie wielka —
metoda wlozonych przekrojow nie jest zakonczong) — znajdujemy 2"
separatorow na grafie zgrubionym.

. Znajdujemy separatory na grafie zrodilowym — zastosujemy refinement dla
separatorow odnalezionych.

. Uporzadkowanie w obrebie kazdego spdjnego podgrafu wykonujemy
algorytmem minimalnego stopnia.
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