Rozwigzanie ukladow rowna n
linlowych algebraicznych dla
macierzy rzadkich: metody
bezpo srednie

» Metody bezpo srednie — to s g takie metody, ktore za sko nczong ilosé
operacji doprowadzaj a do wyniku dokladnego, przynajmniej; w arytmetyce
precyzyjnej.

» Dla macierzy rzadkich skuteczno $¢ rozwi gzania istotnie zale zy od:
0 zdolno sci metody uporz gdkowania zmniejszy ¢ ilosé niezerowych
elementow w macierzy sfaktoryzowanej
0 zdolno sci solwera umie scié w pamieci glownej du ze tablice danych,
zabezpieczy € wirtualizacje (podziat danych na bloki, z ktérych tylko cz escé
znajduje si @ w pami eci gtdwnej jednocze s$nie, a inne bloki s g pobierane z
dysku)



0 zdolno sci solwera opracowywa € bloki danych, znajduj acych sie w
pamieci gtownej, na wysokim poziomie wydajno  Sci

> Istnieje wielu r6 znych typow solwerow na dzie n dzisiejszy dla macierzy

rzadkich symetrycznych
o Solwer skyline — to jest metoda Gaussa lub Choleckiego, w kto rej
macierz przechowywana w formacie profilowym. Najbardziej u zywane
metody uporz gdkowania: RCM, metoda Sloana. To s g solwery starego
typu, dla du zych macierzy ( N > 10 000) wydajno s$¢ drastycznie spada w
skutek powstania znacznej ilo sci zapetnie R. Solwer jest prosty w realizaciji,
lekko poddaje si e wirtualizacii.

o Solwer frontalny dla MES. Macierz  zrodtowa nigdy nie agregowana w
postaci jawnej. No snikami informacji o elementach macierzy s g macierzy
elementow sko nczonych — macierzy nie wielkiego rozmiaru. Proces
faktoryzacji: po koleje pozostaje wprowadzone asemblowanie macierzy
elementow sko Aczonych, wykrycie kompletnie zebranych rowna n (o sg
takie rownania, wspotczynniki ktorych nie zmieniaj a sie przy dotadowaniu
macierzy dowolnych z pozostaltych elementow sko  nczonych - takie
rownania mo zna wyeliminowa €, nie doczekuj gc konca procesu
asemblowania) i eliminacji tych rowna nA. W taki sposob idzie rownolegte
asemblowanie — eliminacje rowna AR, przy czym eliminacje przez caty czas



jest wykonywana w macierzy g estej stosownie nie wielkiego rozmiaru —
tak zwane] macierzy frontalnej. Sfaktoryzowane cz  esci macierzy od razu
pozostaj @ wypchane na dysk, dalej b edzie asemblowana macierz
kolejnego elementu sko nAczonego, i tak dopoki faktoryzacja si € nie
sko nczy. Sfaktoryzowana macierz powstaje w calo  sci na dysku. Zamiast
uporz gdkowania w eztow lub réwna n jest wykonywane uporz agdkowanie
grafu przylegto sci elementow sko nczonych w celu minimalizacji rozmiaru
macierzy frontalnej. Najbardziej u zywane metody uporz gdkowania — RCM,
Sloan. Przy takim podej $ciu frontalna macierz b edzie tylko jedn a.

0 Solver domain decomposition — macierz ma specyficzn a blokowo-
diagonaln g struktur 3 z obramowaniem w skutek rozdzielenia obszaru
obliczeniowego na nieprzekrywaj gce podobszary. Taka struktura macierzy
jest bardzo tatw g do zrownoleglenia, solwer jest odno sSnie prosty w
realizacji, lekko poddaje si e wirtualizacji, przecie z najcz esciej takie metody
uporz gdkowania nie s g najlepsze w sensie zmniejszenia zapetnieni.



0 Sparse direct solwer — uporz gdkowanie najcz esciej polega na algorytmie
minimalnego  stopnia, metodzie wio zonych przekrojow, metodach
wielopoziomowych. Macierz jest przechowywana w jednym z form atow
skompresowanych (na przyktad, format kompresowany A. H. Sh ermana). Nie
nadaje sie do wirtualizacji. Jest bardzo skuteczne podej scie, jesli macierz
moze by ¢ umieszczona w pami eci giownej.

o Solwery multifrontalne — to jest pot gczenie idei solwera frontalnego z
uporz gdkowaniem dowolnego typu. Jako wynik, jednocze  snie powstaje wielu
macierzy frontalnych. Nadaje si e do wirtualizacji i do zréwnoleglenia. llo $¢€
elementéw niezerowych w macierzy sfaktoryzowanej jest taka s ama, jak i w
solwerach sparse. Metoda multifrontalna nadaje mo  zliwo sé zredukowa ¢
operacje nad macierz g rzadk g do operacji eliminacji nad kolejno  scig macierzy
gestych stosownie nie wielkiego rozmiary — frontalnych macier zy. Macierz
sfaktoryzowana w cato sci powstaje na dysku. Przynajmniej w MES na dzie A
dzisiejszy jest najbardziej pot ezng i wydajn a3 metodg dla rozwi azywania
bardzo du zych uktadow réwna n ( 500 000 — 3 000 000 na komputerach klasy
PC).



» Rozwazymy solwer domain decomposition z punktu widzenia oblicze N
rownoleglych. B edziemy uwa zali, ze dla wyznaczenia podobszaréw byta
zastosowana metoda przekrojow rownolegtych: obszar pozostat r ozdzielony
na podobszary wprowadzeniem separatorow S ,, S,. Jesli réwnania,
odniesione do cz esci wewn etrznej podobszarow | ,, |,, I3, ustawi ¢ przed
rownaniami, odniesionymi do separatorow — (I  ,, I, I3, S;, S,), to macierz
bedzie miala posta € blokowo-diagonaln g z obramieniem. Bloki diagonalne
A, A,,, Aj; odpowiadaj g rownaniom wewn etrznym |, I,, I3, a blok A ,, —
rownaniom separatorow S , S,. Bloki A41, A42, A43 obramienia powsta] g dla
wspotczynnikdw réwna n dla separatorow przy niewiadomych, odniesionych

do réwna n wewn etrznych.

Aq Ay
A A
11 12 13 —_— 22 2
A33 AE-!I
sf1 §2 Agr| Ay Azl A




» Zapelnienia nie pojawi 3a sie w blokach, oznaczonych biatym kolorem.

» Kazdy blok diagonalny, oprocz ostatniego, mo ze byé sfaktoryzowany
niezale znie od innego

> Rownania wewn etrzne dla ka zdego bloku diagonalnego
uporz gdkowujemy algorytmem minimalnego stopnia

» Przykiad:

@ 1

O ,/)\ )
F—C ®®Q4

. @ O

Graf Struktura poziomoéw
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Separator S1 = (9, 5); po » Tablica permutacji b edzie tak 3:

usuni eciu separatora graf Perm(L, 6, 2, 3, 8,7, 4, 9,5)
sie rozpada na niezale zne
podgrafy
(1 x N
@ 6 X X X
@_f X 2 X X
X X 3 7 #
X X X
@ X 7 7 #
4 X
X |l x # o #
. X X #HIx # |x 5)



» Rozwiagzanie blokowe:

Schemat symetryczny

for 1 =1,2,.., n-1
A, = L, O
L, OL, = AL = L,
W =L, D|-Tni
Al = A -W,_

end i loop

A nnn = L nn DL -Ir—m

» W petle po i a z do ostatniej instrukcji obliczenia mo  zna wykonywa ¢
niezale znie od indeksu iteracji i. To nadaje mo  zliwo $¢ zréwnolegli €
operacje. Tylko przy modyfikacji ostatniego diagonal nego bloku jest

konieczne zastosowanie synchronizacji.
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All = I-11 |:Il‘-!l-.l

Lll DL-gl = A-II3_1 — L-gl
W,y =Ly, LY,
synchroniz lock
Aé3 = Az = Wy,
synchroniz unlock

Ay =L,

L22 DLZZ = A-II3_2 — L-gZ
W, =L, [y,
synchroniz lock
A§3 = Ay~ W,
synchroniz unlock

A§3 = L33 [L-II-?B
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» Schemat asymetryczny: poprawk e do bloku diagonalnego liczymy tak:

W, =L Ol =L '3 =

for 1=12,.,n-1
A =1L, 0]
L. Z=A! = Z
L. ¥ =2 = Y
W. = A, ¥
A=A, —W,_

end |

Al =L [

A (L) DL*D%. =AY

o /

~
Y

Zaleta schematu asymetrycznego jest to,
ze jeden z mno znikdbw macierzowych A
jest pobrany do faktoryzacji — jest bardziej
rzadki od mno znika L, schematu
symetrycznego (ktory powstat po
faktoryzacji — wi ec oprocz elementow
zrodiowych zawiera zapetnienia. Je  Sli
algorytm mno zenia A,*Y zorganizowa €
jako dla macierzy rzadkich (obe} $é
elementy zerowe), to ogolnailo $¢é operac;ji
bedzie mniej od schematu

symetrycznego.



Solwer left-looking

Dla macierzy g estej:

doj=1, N

w10. S. Fialko. Symulacje Komputerowe.

= update column |
do k=1, j-1
doi=j, N
Ay = aj - Sy Ay
end do
end do
= factorize column j
= Vg
do i=j+1,N
|ij = a./l

i’ i
end do

end do

11



Solwer left-looking sparse
Dla macierzy rzadkiej:

doj=1, N
= update column |
do k € List[j]
doiel,
a; = a - Lk
end do
end do
= factorize column j
J :.\/ajj
doiel,
l = ayfl;
end do

end do

w10. S. Fialko. Symulacje Komputerowe. 12



Solwer left-looking sparse

» Rozwazemy ten algorytm na przykfadzie:

oON Rk O
=
o
o

3.162

0 10

0316 0 10

0632 1 0 10

0 1 2 1 10

9

9

j=1 (kolumna 1):

l,,=Va,, = 3.162;

L=a,,/ly,

j=2 (kolumna 2):

l,,=Va,, = 3.162;
lo=ai,/l5;

3.162

0 10

0316 0 10

0632 1 0 10

0 1 2 1 10

3.162
0 3162
0316 O 10

0632 0316 0 10
0O 0316 2 1 10




3.162 j=3 (kolumna 3):

0 3162
03161 0 10 N Bedzie poprawiona kolumn g 1:

0632| 0.316 0 10
O 0316 2 1 10

l35= \/(3334312); ls=(ai3 — l31*11)/l33;

Obliczamy kolumn e j: kolumny, umieszczone od lewej strony, poprawiaj a
kolumn e |, jesli maj g niezerowy element o indeksie I :

s =s,—t, gdzie t, = )| [5,

kDLiStJ'

List; — zbior indeksow k, ktore odpowiadaj g
niezerowym elementom w wiersze i=

W wektorze s , — kolumna k, sg utrzymane

niezerowe elementy i > j (poni zej diagonali) | j

B ]
Poprawienie obejmuje tylko elementy kolumny j, l
ktore odpowiadaj g niezerowym elementom !
kolumny k. | T
K
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3.162
0
0316

0

Kolumna j=4:

3.162
0
0316

3.162
0

0632 0316 0 10

0316

3.162
0

10

2 1 10

3.146

0.632

0316

r0.064 3.082

0

0316

0.636 1

10

3.162
0 3162
0316 O 3.146
0632 0316 -0.064 10
O 0316 0636 1 10

l44= V(Bas7141%145%143%)=3.082

3162
0 3162

> |0316 0 3146

0632 0316 -0064 3082

w10. S. Fialko. Symulacje Komputerowe.

0O 0316 0636 0305 10
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Kolumna j=5:

lss= V(@s55-151 21521532 —1542)=3.066

3.162
0 3162
0316 O 3.146
0632 0.316 -0.064 3082
0O 0316 0636 0305 3.066

w10. S. Fialko. Symulacje Komputerowe.
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t « 0 //wyzerowd wektor pomocniczy
for(j=1j<=N;j++) [lobliczamykolumrz |
{
d=0;
for(kOL;) //L; = zbiérnumerowkolumn
/ldla ktorycha, #0

for(iOF,) /I petle poindeksactkolumnyx
Il F, — zbior wartosciindeksu,
/l dla ktorycha, # 0

{
t =t +a, &, //a,-niezaleaodi

}

d=d+aj
}
a; =./a; —d; //obliczamyelemennadiagonali
for(i O F,)
{

&; :(aﬂ —ti)/ajj;

t =0; //wyzerowé dlaoblicze: kolejnejkolumny

}
}

Solwer left-looking
sparse — algorytm ogolny



1. Sparse technique

nonzero
,/::;gntnes

computing column j

first position

Zero
entries

th « H,,H?



1. Sparse technique

-
x
H
-
.

;
i
N

i nonzero
l’ ,/?entries

computing column j

first position

Zero
entries {1}1|

t) « H,,H*+H, ,H"



1. Sparse technique

Bl
Hix 20 FEED \/J
-__-_—_‘—-E-——L
= iy ||
S / Ei
-t
ﬂ ||
s i nonzero
=

l’ /?ntries

computing column j

Zero
entries 11|

K —>»

th o H,H2+H,  H*+H, H°



1. Sparse technique

I

=
H-
=
—

!/
il
4

i nonzero
l’ ,/7ntries

computing column j

first position

Zero
entries 1|

K —»

Hi=H'-t'=H'- > H, B"

H 0



Co daje technika sparse?

1. Przy obliczeniu wektora poprawek t ; pobieramy tylko kolumny, ktore maj 3
niezerowy mno znik I, .

2. Przy obliczeniu elementow wektora poprawekt  ; w petle po indeksu i
uwzgl edniamy tylko niezerowe elementy kolumnys , (I, #0), przy czym i<k.

Powoduje to istotne zmniejszenie ilo  $ci operacji arytmetycznych w stosunku
do innych technik, na przyktad skyline.



Solwer right-looking sparse

Macierz g esta

do k=1, N
= factorize column j
e = Vayy
do i=k+1,N
i = @yl
end do
» update columns, located at right
doj=k+1, N
do i=j,N
ay; = ay - by by
end do
end do
end do
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Macierz rzadka:

Obliczamy kolumn e k. Kolumna k bedzie poprawiata kolumny j=1i, dla
ktorych elementy [, # O . Poprawa kolumny | odbywa si e tak:

a‘j = aij - Iikl ik ? | [ Fk F, — zbior indeksow i, dla ktorych |, # 0



Solwer right-looking sparse

9

k=1 (kolumna 1):

l,,=Vay, = 3.162;

L=y /114

9

3.162
0
0316
0.632
0

10

0 10

1 0 10

1 2 1 10




Poprawiamy elementy kolumn, umieszczonych z prawa od k

3.162

0 || 10

0316 0 10
0632 1 0 10
0 1 2 1 10)

| poprawiamy:

3.162
0 10

0316 0 99

0632 1 -02 9601
0 1 2 1

Liczymy macierz poprawek:

~

0
0.316
0.632

10

“"1

A

(0 0316 0632 0) =

w10. S. Fialko. Symulacje Komputerowe.

00
0 0.1

0
0.2

olumny j:

0
0

0 02 0399 0

L0 0

0

0)

26



3.162

0 10
0316 0 99 >
0632 1 -02 9601

0 1 2 1 10

k=2 (kolumna 2):

l,,=\a,, = 3.162;

9

lo=ay,/l5,

Poprawiamy kolumny 4, 5:

3.162
0
0316

3.162
0

99

0632 0316 -02 9501

0

0316

2

09 99

w10. S. Fialko. Symulacje Komputerowe.

3.162
0
0316
0.632

3.162

0316
0316

99
- 02

9601

10
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3.162

k=3 (kolumna 3):

l.,=V\ag, = 3.146;
ls=ai3/l33

0 3162
0316 0 99 >
0632 0316 -02 9501
0 0316 2 09 99
3162
0 3162
K 0316 0 3146
0632 0316 |-0.064{/9.50
0 0316/ 0636 0.91 99

Poprawiamy kolumny 5, 6:

w10. S. Fialko. Symulacje Komputerowe.
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3.162

0 3162

0316 O

0632 0316 -0.064 9497
O 0316 0636 0941 9496

3.162
0
-2 |0316
0.632
0

3.162

-2 |0316
0.632

3.146 >

3.162

0316
0316

3.162

0316
0316

3.146
—0.064 3.082
0636 0305 9403

3.146
—0.064 3.082

0636 0305 3.066

k=4 (kolumna 4):

l,,=Va,, = 3.082;
Ly=ail144

k=5 (kolumna 5):
9
ls=Vags = 3.066;



for(k =L k<=N;k++) //obliczamykolumre k

{
8y =y
Il obliczamyelementykolumnyk, umieszczompod elementena,,
forOL) /L —zbioérindeksow,i >k
// dlaktorycha, #0
{
- aﬁ'k
73,

/I poprawiamyelementykolumn umieszczoych
I/ sprawaod kolumnyk
for(jOL,) //L, —zbiérindekséwj =i, dlaktérycha, # 0
{
for(OF) //'F - zbior---wartosciindeksow, i = j
// dla ktorycha, #0

a;, =g, —q,a,

Solver right-looking
sparse — algorytm
ogolny



Solwer multifrontalny

Step k Ly (i},
XX &—0) Jest podana macierz rzadka.
i . .
0 X o XX G ’/ D Po wykonaniu permutaciji,
XXX 5 X \ Gy odpowiadaj gcych wybranemu
. 3 3 algorytmu uporz gdkowania,
E A A .
1 {;.gﬁ ,r2<] / } portret macierzy oraz graf
4 e y -
XXX X &—4) przylegto $ci sg podane na step
] N (a 0.
2 a ké./' 3)
X 80X lej wyk d
XXX2 X SO Dalej wykonana procedura
gl W= b - . .
: o ~ faktoryzacji symbolicznej z cel a
3 s wyjasnienia, gdzie powstaj g
xxi‘ifi ) . zapelnienia.
XX|l@x ¢ 6—4)
T ,@
*L * : 3 J
X @4
XX X5 X N
XX @ & o)
I /- - -
5 o © Rysunek jest pobrany z [7], fig. 1.2
X%
5
XX @X[5]
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Dostajemy portret macierzy sfaktoryzowanej.

X X (6)
2 X Drzewo eliminaciji: (5
3 . a) - pierwotne &5
X b) - superw eztowe (4) (2)
o 4 X o
X 5 X ©
e X 6 (1)
q) b)

» Analiza struktury tej macierzy polega na tworzeniu drze wa
eliminaciji.

» Wierzchotkami tego drzewa s g kolumny macierzy.

» Rodzicem kolumny nazywaj a pierwszy niezerowy element,
umieszczony pod diagonal g. Wskazuje na najbli zszg kolumn e

sprawa od podanej, ktora b edzie poprawiona elementami
podanej kolumny.



» Na przyktad, kolumna 1 b edzie modyfikowata kolumn e 3 — numer wiersza
pierwszego niezerowego elementu w kolumnie 1 jest row ny 3. Kolumna 2
bedzie modyfikowata elementy kolumny 5, kolumna 3 —ele  menty 4it. d.
Zalezno s¢ ta jest przedstawiona w postaci pierwotnego drzewa e liminacji.

» Faktoryzacje macierzy mo zna zaczyna ¢ od kolumny 1 albo od kolumny 2
albo réwnolegle eliminowa ¢ kolumny 112 (dlatego ze pomiedzy nimi nie
istnieje zadnej zale znosci).

» Kluczowym faktorem podniesienia wydajno  sci jest mo zliwo $€ tgczenia
kolumn macierzy w grupy — nadaje mo zliwo $¢€ zastosowania faktoryzacji
blokowej. Nie ka zde sasiednie kolumny mo znataczy¢ w grup e (blok). Zale zy
to od struktury macierzy rzadkiej.

> Superw eztem nazywamy t gczenie kilkach wierzchotkdw drzewa eliminacji,
ktore maj g sekwencyjn g numeracje, tworz gjedna sciezke i maj g ten samy
wierzchotek ze starszym numerem. W macierzy rzadkiej ka  zdemu

superw eztowi odpowiada g esta trojk gtna podmacierz, umieszczona

bezpo srednio pod diagonal 3. Kolumny, ktore odpowiadaj g superw eztowi,
beda taczone w bloki.



Asemblowanie K U, Cy L,
1 3 4 3 4 1
— 1/1
; X 3(3 # 1M1
X
al# 4 3 X
4\ x 4\ x
2 5 6 5 6 5
— 2(2
- XX 5(5 # 2(2
X 6l# 6 d| X
6 X 6| x
3456 3 4
3(3 # x x 5 6 3(3
+U 3
. a# 4 x 5(5 # 4 # 4 ¢ 4
S X X 6l# 6 5 x X X X
bLx 6l x # x #
5 6 5 6 3
+UptUs 55 X B 5(5 # 4
6lX 6 6l X 6 X X 5
X # X
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» Proces eliminacji odbywa si e przez caly czas w szeregu macierzy
gestych — frontalnych macierzy F.

» Macierzy U przechowuj g poprawki do frontalnych macierzy na
nast epnych krokach faktoryzaciji.

» Macierzy C zawieraj g czesci wynikow ostatecznych — kompletnie
faktoryzowan e podmacierzy.



Blokowa multifrontalna metoda podkonstrukcji

» dowolna metoda uporz adkowania

» Uporz gdkowanie grafu przylegto sci dla w eztbw modelu MES, a nie dla
rowna n:
0 znacznie mniej obj etosé danych
0 szybciej dziata metoda uporz gdkowania
o zwykle mniej elementdéw niezerowych poniewa z graf spojno sci jest
zgrubiony w porownaniu do grafa dlarowna n
0 powstaje blokowanie rowna 1 naturalne, a nie na podstawie analizy
macierzy — lepiej jest skupienie do wi  ekszych blokow

» Eliminacje w ezet— po — w ezle - na kazdym kroku eliminacji eliminujemy
rownania, skojarzone z danymw eziem.

» Front — obiekt klasy C++, ktory zawiera:
0 numer eliminowanegow ezfa
o liste weziow, tworz acych front
o list e frontow poprzednich — numery frontow, ktére tworz a dany front
o liste elementdw sko nczonych, ktére tworz g dany front



Przyktad: piyta z siatk g 2x2 Ne wezta do Lista elementow,
wyeliminowania zawieraj gcych podany

2
1 3 wezet

1

@ ©

2

3

4

1,2

2,4

3,4

1,3

|0 |IN|O|IN|W|F

1,2,3,4

MMD nadaje tak g kolejno $¢ eliminowania w eztéw: 1,3,7,9,2,6,8,4,5.

1.
2.

Rozdzielamy model FEM na oddzielne elementy sko  hAczone

Uzyskujemy tak g kolejno $¢€ dostarczania elementow sko nAczonych, zeby speni é
podan g przez renumerator kolejno $¢ wyeliminowania w eziow.

Kompletnie zebrane w ezty — dostarczanie pozostatych elementow sko  Aczonych nie
zmienia wspotczynnikdéw tych rowna  A.

Kompletnie zebrane rownania musz g by ¢ wyeliminowane na danym kroku eliminacji
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non

@)

@

8

@ Eliminujemyw ezly 1, 3,7, 9

onn

o h

O

8

@

Macierz frontalna dla wyeliminowaniaw ezta 1. Dla uproszczenia
porozumienia b edziemy uwa zali, ze kazdy w ezet zawiera tylko jedno
rownanie. W ezty 3, 7, 9 b edg wyeliminowane tak samo, jak iw ezet 1.

FE#1

frontal matrix

X
XX “
XXX

L7

= N& o

X X X X

fully assembled and deciomposed

~

5
4
2

1

X
XX
XXX

XXXX

incomplete front

W macierzy frontalnej umieszczamy
wezty w kolejno sci odwrotnej do
podanej przez renumerator —
kompletnie zebrane rownanias agw
dolnej cz esci
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@

8 8

Eliminujemy w ezet 2

Macierz frontalna dla eliminowaniaw ezta 2 pozostaje zebrana z frontow
niezako nczonych 1, 2. Na kroku podanym nowe elementy sko  nczone ju z
nie b eda dostarczane.

incomplete front #1

5
4
2

incomplete

]
6
2

X
XX
XXX

4 |X X
6 X XX
2

X
XX
XXAX

fy

frontal matrix

incomplete front #5

b n
o

X
XX

XX XX
~a

2 XX XX]
fully assembled
and deciomposed




Eliminujemy w ezel 6

ORRO
3) ®

Macierz frontalna dla eliminowaniaw ezta 6 pozostaje zebrana z frontow
niezako nczonych 4, 5. Na kroku podanym nowe elementy sko  nczone ju z

nie b eda dostarczane.

incomplete front #5 incomplete front #6

5|
X
"é iﬁx frontal matrix ?1 XX @ @
g XXX

; 8 XXX + > 4 5 6
incomplete front #4 6 XXXX ~ i 6 @

¥ / 6 JOXXK] @ 8

6 XXX fully assembled

and deciomposed




@ @ Eliminujemy w ezly 8, 4,5

ORRO

Macierz frontalna dla eliminowaniaw eztow 8, 4, 5 pozostaje zebrana z
frontow niezako Aczonych 6, 3. Na kroku podanym nowe elementy
sko Aczone ju z nie b edq dostarczane.

incomplete front #6

51X
g ¥ i X frontal matrix @ @
5
\ 5 X 4 @ @ @
4 (XX 8 - 4 5
- 5jlc
incomplete front #3 5 (X 3
™~ 4[xx
451 X / 8 [x x x 4 5 8
XX
XXX fully assembled @
and deciomposed 8




Struktura danych ,Deskryptor procesu™:

[0\ |

{0
RNIE

7

FofiRoNIE

o |

Joflbe 6

Elimina | Elimina | List of List  of List of
tion ted frontal previous | assembling
step node nodes fronts FE
1 1 54,2,1 |- 1

2 3 56,2,3 |- 2

3 7 54,8,7 |- 3

4 9 58,6,9 |- 4

5 2 54,6,2 |1,2

6 6 54,8,6 |54

7 8 5,4,8 6,3

8 4 5,4 7

9 5 5 8

» Uporz adkowanie drzewa frontalnego z cel

dla przechowywania niezako nAczonych frontow

» Laczenie frontow sekwencyjnych powoduje zwi

rowna n kompletnie zebranych — klucz do podniesienia wydajno

faktoryzacji. Optymalny rozmiar bloku: M = 60 — 80 .

w10. S. Fialko. Symulacje Komputerowe.

Puc. 2. Struktura poziomoéw
drzewa frontow

a zmniejszenia obj etosci danych

ekszenie rozmiaru bloku
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» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgod nie kolejno sci
eliminowaniaw eztow




» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgod nie kolejno sci
eliminowaniaw eztow




» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgod nie kolejno sci
eliminowaniaw eztow




» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgod nie kolejno sci
eliminowaniaw eztow




» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgod nie kolejno sci
eliminowaniaw eztow




» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgod nie kolejno sci
eliminowaniaw eztow




» Proces eliminowania jest wykonany krok po kroku zgod nie kolejno sci
eliminowaniaw eztow




Blokowa faktoryzacja Choleskiego w macierzy frontal nej

i
»
»

L

=
W D L S

C W) (C w)l oY1 O
W' D) (0 LJNO I)\WT LT
1. D=LO,O" - L,Iq

2. Wi=LO,W™ = W
3. C=C+WIO, W™ - C



Symetryczny schemat przechowywania:

Poniewa z kolejno $¢ lokalnego numerowania w eztow jest odwrotn g do humerowania
globalnego Perm, blok kompletnie zebranych rbwna  n jest umieszczony w dolnej
czesci macierzy — unikamy wolnej procedury kopiowania el ementow bloku C przy
modyfikowaniu

[N AN
V

W L

Bufor dla kompletnie zebranej i Niezako nczony front
sfaktoryzowanej cz esci macierzy



Faktoryzacja macierzy frontalne;: C=C-WII S AlA

Il Pack W
# pragma omp parallel for private (ib, jb) scheduler (dynamic)
for(jo =0;jb < Nb;jb + +)

{
/| Pack W
for (ib = jb;ib < Nb;ib + +)
{
6ijb :6ijb _Wibwj-ll;
}
}

Symetryczny schemat przechowywania wymaga utrzymywa ¢ w pami eci RAM
dla kazdej macierzy frontalnej ~N 24/2 elementéw zamiast N 2. Jednak

uniemo zliwia to zastosowanie procedur wysokiej wydajno sci DGEMM,
DSYRK z bibliotek BLAS, Intel MKL, IMSL,..., ktorzy wyma  gajg ogolnego
schematu przechowywania nawet dla macierzy symetryczny ch.

Rozwigzanie: stworzy ¢ swoi wtasne procedury wysokiej wydajno  Sci.
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Cache blocking and register’s blocking:

c b, W

Mr

T

j N

Dzielimy macierzy na bloki:
Grube linie — cache blocking, cienkie —register'sb  locking m xn,
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Pakowanie danych dla blokéw macierzy z cel g minimalizowania cache
misses:

. n,

>
r
m

m

A

|
b
s
%
[,
|1,

‘ R
> - ° 2
= == ﬁw ==
% AV — =
b M Ib
~ A 1
Cib,jo Wib Wip
Blokowanie of XMM rejestrow (platforma Intel 64) i rozw  ijanie petli
wewn etrzney:
nt 000 0
| aae NHhics
| oo K oon'oo
Cio.jo W, Wy
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Wyniki:

Komputer: Intel® Core™2 Quad CPU Q6600 @2.40 GHz, RAM D DR2 800 MHz 8

GB

1. Test dla macierzy g estej (N =4 800, rozmiar bloku kompletnie zebranych
rowna n M = 48). Cel: oszacowanie wydajno sci i skalowalno sci faktoryzacji

macierzy frontalnej

Performance of factoring of frontal matrix (blocking
pack of data...)

of XMM reqisters, cache blocking,

Platform la32 Intel 64 (x64)

Number of |1 2 3 4 1 2 3 4

processors

MFLOPS |4 459 8 395 11 567] 14299 5526 1043F 14599 18 1p1

S=T./T, 1 1.88 2.59 3.21 1 1.89 | 2.63 3.28
Performance of factoring of frontal matrix (cache blo cking only)

Platform 1a32 Intel 64 (x64)

Number of |1 2 3 4 1 2 3 4

processors

MFLOPS 11575 3100 4519 5231 1 587 3120 4 599 551%

S=T,/T, |1 1.97 2.87 3.32 1 1.97 290 | 3.47 |




2. Plyta kwadratowa z siatk g 400x400 (964 794 réwna n)

Numerical factoring of the stiffness matrix, s
ANSYS 11.0 — multifrontalna metoda klasyczna

BSMFM: Blokowa multifrontalna metoda podkonstrukciji

Number of Platform ia32 Platform Intel 64
processors ANSYS 11.0 BSMFM BSMFM

1 221 117 86

2 176 90 60

4 159 78 51

3. Plyta kwadratowa z siatk g 800x800 (3 849 594 réwna n)

Numerical factoring of the stiffness matrix, s

Number of Platform ia32 Platform Intel 64
pProcessors ANSYS 11.0 BSMFM BSMFM

1 Insufficient RAM 978 888

2 Insufficient RAM 768 551

4 Insufficient RAM 670 460




4. Model MES budynku wielopi etrowego (1 956 634 réwna n)

PARDISO
(Intel MKL):

Insufficient RAM
(8 GB)
on platforms ia32,
Intel 64

BSMFM
on 4 processors:

la32 :443 s
Intel 64: 413 s

Size of factored
stiffness matrix;
7.2 GB
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5. Zadanie interakcji grunt-budynek (2 763 181 rowna

sfaktoryzowanej - 14 GB

6] D:\SDA'!'_A\Exsa_r!'npIgsfScad\sfa\E)c_:;ep PC_34 ncz2 . N
w0 m-ska | ® He

n), rozmiar macierzy

ac| ast@s e

YanoB 469882 Snementos545837 (0.3 fps)GeForce 8800 GTS/PCL/SSE2 NVIDIA Corporation 2.1.2

58
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BSMFM, platform Intel 64, 4 processors: duration of numerical factoring is
1157s(19m17s)

(77277 469882 777777277 545837 (1.9 fpsiGeForce 8800 GTS/PCI/SSE2 NVIDIA Corporation 2.1.2

Underground part of structure
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Rozwini ecie blokowej multifrontalnej] metody podkonstrukcji

v 2002 : wersja nie blokowa, LU faktoryzacja macier  zy frontalnej wierz — po -
wiersz @ (Robot Millennium , SCAD v. 31)

v 2004 — 2008: cache blocking only, brakuje t gczenie blokéw kompletnie
zebranych réwna A, LSLT faktoryzacja macierzy frontalnej (SCAD v. 31, v 11)

v 2009 : wektoryzowanie, XMM register’s blocking, ca  che blocking, pakowanie
danych, wielow atkowo $¢ (SCAD v. 11.3)

Test: cube 50x50x50, obj etosciowe elementy sko Aczone, 397 941 rowna K

Duration of numerical factoring, s Duration of numer ical factoring on
single processor, s

Version, | Platform | Number of processors
year i 4 oo
2002 ia32 | 45200 — — OckosHo | -
2004 1a32 2 OOd — — fc_; OCHOBHOT B -://2004-2008
2008 232 | 2000 1143 684 3% oo 1 = 2009 32
2009 |a32 827 I 504 365' E OcHoBHON +— 2 v 2009 Intel 64
2009 Intel 64 ] 584 322] 213] &owemer - T %2009 Intel 644 proc
§ § cHoBHOW 7= T ®ANSYS11.0ia32
OcCHOBHOW -— —
OCHOBHOI -
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